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Predmluva

Matematika I je jednim z predmétu, jejichz tispésné absolvovani ¢ini velké ¢asti stu-
denttt VSCHT Praha v prvnim roé¢niku studia zna¢né potize. Velmi ¢asto je to zpiisobeno
tim, ze tito studenti nemaji dostatecné znalosti stfedoskolské matematiky, na které vyuka
predmétu Matematika I navazuje. Tato skripta by méla studentim pomoci odstranit tyto
neznalosti. Probirané latka je rozdélena do Sesti kapitol a v zadném ptipadé nepokryva
celé ucivo stredoskolské matematiky. Vybrany jsou ty partie, jejichz znalost je pro studium
matematiky na VSCHT Praha naprosto nezbytna. Skripta nemaji slouzit jako samostatna
ucebnice, ale predpoklada se, Ze student se s probiranou latkou jiz kdysi seznamil a nyni
si své drivéjsi znalosti potiebuje ozivit a doplnit.

Obsah jednotlivych kapitol se nékdy castecné prekryva a znalosti z jedné kapitoly je
nutno pouzit v jiné. Na Kapitolu 5 - Funkce plynule navazuji dalsimi pojmy z teorii funkci
(monotonnost funkce, periodi¢nost, inverzni funkce apod.) skripta Matematika I. Proto
nejsou tyto pojmy v téchto skriptech vysvétleny. Velky duraz je kladen na grafické znazor-
néni fesSenych tloh. Z toho plyne i znacny pocet obrazku v textu.

Ve skriptech je uvedeno velké mnozstvi cviceni na probiranou latku. Samostatné vyte-
Seni téchto cviceni je zarukou toho, Ze student tuto latku ovlada. V opacném pripadé by
si mél student znovu projit text a feSené priklady a své znalosti si doplnit tak, aby byl
schopen cviceni samostatné resit.

Na zacatku skript jsou uvedeny pouzivané matematické symboly se strué¢nym vysvétle-
nim pojmu, které oznacuji. Dalsi symboly jsou pak vysvétleny piimo v textu.

Veérime, ze tato skripta pomohou studentum se dobte pfipravit ke studiu matematiky
na VSCHT Praha.

Na zavér bychom radi podékovali recenzentim Mgr. Libusi Fischerové a Mgr. Matéji
Maxovi, ktefi nam pomohli odstranit celou fadu drobnych nepfesnosti a jejichz cenné
pripominky vyrazné pfispéli ke srozumitelnosti a prehlednosti skript.

Praha, cerven 2011 autori






Znaceni

Ciselné obory.

N - mnozina pfirozenych ¢isel, tj. ¢isel 1,2,3, ... (celd kladna ¢isla).

7, - mnozina celych disel, tj. ¢isel ..., —3,—-2,—-1,0,1,2,3,....

Q -mnozina racionalnich ¢isel, tj c¢isel, ktera lze zapsat ve tvaru g, kde p a g jsou cela ¢isla,
q # 0.

R - mnozina redlnych ¢isel. Ta odpovidaji bodim na ¢iselné ose.

C - mnozina komplexnich ¢isel, tj. usporadanych dvojic realnych ¢isel, viz Kapitola 6.

Intervaly. (Zde a,b oznacuji dvé pevné zvolena realné ¢isla.)

(a,b) - otevieny interval, mnozina redlnych ¢isel z spliujicich a < x < b.
(a,b) - uzavieny interval, mnozina realnych ¢isel x spliujicich a <z <b.
(a,b) - polouzavieny interval, mnoZina redlnych ¢isel = spliujicich a < x < b.
(a,b) - polouzavieny interval, mnozina reélnych ¢isel x spliujicich a < = < b.
(a,00) - mnozina realnych ¢isel x spliiujicich a < x.

(a, 00) - mnozina redlnych ¢isel = spliujicich a < z.

(—00,a) - mnozina redlnych ¢isel = spliujicich = < a.

(=00, a) - mnozina realnych ¢isel x spliujicich = < a.

(Nékdy misto (a, b) pouzivame (a;b) atd., zejména v ptipadech, kdy by mohlo dojit k za-
méné s desetinnou ¢arkou.)

o0
o0

Mnozinové symboly

xr € M - x je prvkem mnoziny M.

x ¢ M - x neni prvkem mnoziny M.

{x1,22,...,2,} - n prvkova mnozina zadané vyctem svych prvka zq,zs,. .., Tp.

{z € M ; o(x)} - mnozina téch prvka = z mnoziny M, které maji vlastnost .

Napi. {z € R; <1} = (—o0,1).

() - prazdnd mnozina, mnozina neobsahujici zadny prvek.

A C B- mnozina A je podmnozinou mnoziny B, prvky A jsou téz prvky B.

A& B - mnozina A je vlastni podmnozinou mnoziny B, A C B a B\ A # (.

A\ B - rozdil mnozin A a B, mnozina prvku, které jsou prvky A a nejsou prvky B.
AU B - sjednoceni mnozin A a B, mnozina prvkiu, které jsou prvky A nebo prvky B.
AN B - prunik mnozin A a B, mnozina prvku, které jsou prvky A a zaroven prvky B.
|J A4, - sjednoceni mnozin A;, mnozina prvku patticich do alespori jedné z mnozin A;, i € I.
i€l

() A; - prunik mnozin A;, mnozina prvku patficich do vSech mnozin A;, i € I.

i€l

(a1, az) - usporadand dvojice prvku aq, as.

(a1, as,as) - usporadand trojice prvku ay, as, as.

(ay,aq,...,a,) - usporadand n-tice prvku ay, as, . .., a,.



Logické spojky. (Zde p a g jsou vyroky.)

A - konjunkce. p A q - plati p a soucasné plati q.

V - disjunkce. p V ¢q - plati p nebo plati q.

= - implikace. p = ¢ - z p plyne q.

& - ekvivalence. p < ¢ - p plati pravé tehdy, kdyz plati q.

Kvantifikatory.

3 - existuje. Napf. (Jz € R)(x > 1) znamena: Existuje redlné ¢islo x, které je vétsi nez 1.
V - pro kazdé. Napt. (Vn € N)(% < 1) znamena: Pro kazdé pfirozené ¢islo n je jeho
prevracend hodnota mensi nez 1. (To je ovsem nepravdivy vyrok.)
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Kapitola 1
Upravy algebraickych vyrazi

Algebraicky vyraz je matematicky zapis, ve kterém se vyskytuji konstanty a proménné. Je
to zapis, ktery udava, jaké operace s konstantami a proménnymi mame provadét. Vyrazem
je naptiklad zapis:

1 22y —+/3—4zx Ty + T
, nebo ————.
(x> —1)8 22 —-5x—6 (x5 — 1)z

Predpokladame, ze proménnych je kone¢ny pocet n. V predchozim ptikladé obsahuje prvni
vyraz jednu proménnou x, druhy vyraz dvé proménné z,y a treti vyraz ¢tyfi proménné
X1, To, X3, T4. Za kazdou proménnou muzeme do vyrazu dosazovat pouze takové hodnoty
z néjaké mnoziny M; C R, i = 1...n, pro které ma dany vyraz smysl.

Napr. vyraz
1

(@5 — 1)
ma smysl pro takova x, pro kterd nedostaneme ve jmenovateli zlomku 0. V tomto pripadé
se jmenovatel nerovna 0 pro z # 1 neboli pro z € R\ {1}. Uvazujeme-li vyraz

22y — 3 -4z

2 —-5x—6

musime ur¢it podminky pro dvé proménné z, y. Tento vyraz ma smysl, jestlize pod od-
mocninou je nezaporny vyraz a ve jmenovateli zlomku neni 0. Musi tedy platit

3—42x>0a 22 —52—-6#0,ycR tj. xﬁ%ax%Gax;&—l,yER.

Vyraz ma tedy smysl pro x < % axr # —1, y € R. Podobné ur¢ime podminky existence
pro vyraz s vice proménnymi x1, Ty, T3, T4

T + ip)
(23 — Vg

Tento vyraz ma smysl pro 27 € R, 20 € R, 23 # £1 a x4 # 0.

V kapitole 1 se nauc¢ime upravovat algebraické vyrazy a stanovit podminky, za kterych
mé dany algebraicky vyraz smysl. Jak jsme vidéli na piikladech, ve vyrazech se budou
objevovat zlomky, mocniny, odmocniny a mnohocleny. Zopakujeme si nejdiive pravidla
pro pocitani se zlomky, mocninami, odmocninami a mnohocleny.



1.1 Zlomky

a 7z z z v/ 7’ . Id v 7z z /4 v/ 7/ /.
Zlomkem i rozumime realné cislo, které je vysledkem déleni redlného ¢isla a realnym
¢islem b # 0.

Zavedeme-li pro spojku ”a” matematicky symbol A a pro spojku "nebo” symbol V, potom
pro a,b € R, b # 0 plati:

%>0 & [(a>0AbD>0)V(a<O0Ab<O)
%<0 & [(a>0Ab<0)V(a<O0OAb>0),

kde zapis p < ¢ znamend, ze tvrzeni p plati pravé tehdy, kdyz plati tvrzeni q.
Se zlomky muzeme provadét nasledujici operace:

Pro a,b,c,d € R, b # 0, d # 0 plati:

= —— (roz8ifeni zlomku ¢islem k # 0)

= -——— (krdceni zlomku ¢islem k # 0)

L % (s¢itani zlomku)

(nésobeni zlomku)

QIO
S e
ISH

e oe oS oe o
QU

d_ ad , pro ¢ # 0 (déleni zlomku)
c

@
b be

ISHeY

Il
alo oo

1 2 4
Priklad 1.1: Vypocétéme - + <— — —> )

5 6 15
N e
5 6 15 5 3 15 5 3-15 5 45 5 15
115415 20 4
5-15 75 15

Kdybychom pfi séitani zlomku pouzili nejmensiho spole¢ného jmenovatale, byl by vypocet
nasledujici:

1+ 2 4 _1+ 1 4 _1+1-5—4-1_1+1_1-3+1-1_4
5 6 15) 5 3 15) 5 15 5 15 15 15 ©

1 1 1 1
Piiklad 1.2: Gt —r o) (==2).
rikla Vypoctéme <3—|—2) <3 6)
1+1 /1 1\ 1.2+41-3 1-2—-1 5 1 5 6_5_5
3 2)°\3 6/ 6 6 66 6 1 1
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1 2
Priklad 1.3: Vypocltéme — + ?a’ kde a # 0.
a

1 2a_1-3—|—2a~a_3—|—2a2

a3 3-a 3a ©

1.2 Mocniny a odmocniny

Mocnina je zkraceny zapis pro souéin stejnych ¢initeli. Napf. mocnina 3° znamend 3-3-3-3-3.
Obecné plati:

Pro a € R a n € N definujme n—tou mocninu ¢isla a:

Pron =0 a a # 0 definujme a®° = 1.

a nazyvame zaklad mocniny, n exponent.
Nyni rozsifime definici mocniny i pro zaporny exponent:

Proa € R\ {0} an € N definujme a™" = ai"'
Uvedeme si dilezité vlastnosti mocnin:
Pro a,b € R, n,m € N plati:
1. a-am™m = a"tm
2. g—; = a" " pro a # 0
e (@)™ = a™™m
4. (@-b)" = a™-b"
) - s

a’® b3

3
Priklad 1.4: Zjednodusme vyraz ( 5 b4) ;a#0,b#0.
a

9

a3\ 3 3 a
< ) _ (a5—2 b3—4) _ (a3 b_l) — 333 93— L

a? b* b3
Jiny postup:
as b3 3 B 53 b33 B al® o s _ 9y a®
a2 bA T3 pas T g6 p12 =a =a _ﬁ' @

11



e Odmocnina je definovana nasledovné:

Pro a € (0,00), b € (0,00) a n € N definujme n—tou odmocninu ¢&isla a vztahem
Va = b & b" = a

Pokud jsou n pouze licha ¢isla, miuzeme definovat odmocnimu i ze zaporného ¢isla.

Pro a € (—o00,0) a n € N, liché definujme n—tou odmocninu ¢isla a jako

Ve = — Vg

Cislo a nazyvame zaklad odmocniny, n odmocnitel.

e Vlastnosti odmocnin:
Pro a,b € (0,00), n,m,p € N plati:
1. Va-b = Ra- Vb

= e pro b #0

s v

3 (VO = War

e Definujme nyni r—tou mocninu ¢isla a pro r racionalni.
Proa € (0,00) ar €Q (r=2%, p € Z, q € N) definujme:

g

D
qg = aP

a = a

Pror,s € Qaa,b e (0,00) plati:

P#iklad 1.5: Zjednodusme vyraz Va®-b3, a,b> 0.
Vad -3 = Vad- Vo3 = Vat-Vb.

Nebo jinak:

s 1= (a® 1) =ab b8 =ad bb = Va0,

Piiklad 1.6: Zjednodusme viraz \/va- Ya-b, a,b>0.



I
<
IS
=
+

atl=

o
S
I

w
IS
she

o
S
I

Vva-Va-b=3Va-Ya- Vo= S\/a%.a%. Vb

Nebo jinak:

1

\/Va- \5/a-b:(a%-(a-b)%>§:a%-(a-b)1_15:a
—a% b5 = Ya’ - . ©

ol
IS
Gl
(ol
Gl=
I
IS
ol

+
=
S
Gl
I

Cvideni

Cviceni 1.1: Zjednoduste vyrazy:

a 9 a 3 a r y\ 22+ oz
I I 0 b -+ 2 - —; 0 0
T A S O T
6b42 b5 2 9
o) L8 W b 40, d) M_ijLi;x,y’Z?gO’
a?c3 bc x2yz Ty Tz
uv?)? v \3 —132 —2\3 [ —2;-1 —3)2
e) |— (—) cu, v, w#£ 0, f) (a b c ) (a b c) ;a, b, c#£0,
w wu
R R (x%?/BS
g) ———; x>0, h) oz y>0.
x ) T
(o

CvicCeni 1.2: Zjednoduste vyrazy:

3
a) \/32\/5;@>07 b) (4353%) ;>0

¢) V Vubu; u>0, a | VYV a0

1.3 Mnohocleny

Zvlastnim piipadem vyrazu jsou mnohocleny. Mnohocleny mohou byt s jednou promén-
nou, napt. x> — 2z + 1, nebo vice proménnymi, napi. 2%y + x y?z. Pravidla pro poc¢itani
s mnohocleny si uvedeme pro mnohocleny s jednou proménnou. Je jednoduché zobecnit
tato pravidla pro mnohocleny s vice proménnymi. UkaZzeme si to na prikladech.

Necht x € R je proménna, n € N a ag,aq,...,a, € R, a, # 0 jsou dané konstanty.

Vyraz
P(x) = anz" + anaz™ ' + ... 4+ a1z + ag

nazyvame readlnym mnohoc¢lenem (polynomem) n—tého stupné v proménné z .

13



Cisla ag, a1, . . ., a, nazyvame koeficienty mnohoé¢lenu, vyraz a; z*, i = 1...n ¢len mnoho-
¢lenu stupné 7 a ay nazyvame absolutni clen.

1.3.1 Pravidla pro pocitani s mnohocleny

¢ Rovnost mnohoclenti

Dva mnohoé¢leny P(x) a Q(z) se rovnaji pravé tehdy, kdyz se rovnaji ¢leny stejného stupné,
neboli kdyz se rovnaji koeficienty u stejnych mocnin .

e Sc¢itani a odcitani mnohoclena

Mnohocleny s¢itame, resp. odc¢itame tak, ze secteme, resp. odecteme ¢leny stejného stupné,
neboli se¢teme (resp. odec¢teme) koeficienty u stejnych mocnin .

Priklad 1.7: Sectéme dva mnohocleny
P)=2*+323-522+2 a Qz)=22>—-2>+5z—1.

Pl)+Qz) = (1+0)z*+@B+2) 2+ (-5-1)a>+(0+5)z+(2-1) =
= 2452 —622+52+1.

Nyni si ukdzeme zobecnéni pro mnohocleny s vice proménnymi.
Priklad 1.8: Sec¢téme dva mnohocleny
P(r,y) =2’y +22° —=3zy+5y a Qv,y) =22 —zy+2z—1.
P(z,y)+Q(z,y) = (1+2)a’y+22"+ (-3 - Daoy+2z+5y—1 =
= 32%y+22° —dxy+2x+5y—1.

©

e Nasobeni mnohocdlent
Mnohoc¢len nasobime mnohoclenem tak, ze vSechny ¢leny prvniho mnohoclenu vynasobime
kazdym ¢lenem druhého mnohoclenu a vzniklé souciny secteme.

Priklad 1.9: Vynasobme dva mnohocleny
Plz)=2*-2 a Qx)=22°+3z—1

P)-Q(z) = (z*-2)-22°+3z—-1) =
= 22222 +2° 3x+2° (-1) +(-2)-22° + (=2)- 32+ (-2) - (—1) =
= 229432 — 23 42> —62+2.

©

Priklad 1.10: Vynasobme dva mnohocleny
Plz,y) =2’y -z a Qz,y)=2"+3y.

P(z,y)-Q(z,y) = (@Py—x)-(a®+3y) =2y 2>+ 2%y -3y + (—2) - 2>+ (—x) - 3y =
= sly+32%2 -2 —3ay.

©
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e Déleni mnohoclenii
Predpokladejme, ze déleny mnohoc¢len (délenec) P(x) je stupné n > 1 a délici mnohoc¢len
(délitel) Q(x) ma stupeni m < n. Postup déleni muzeme rozepsat do nékolika bodu:

1. Oba mnohocleny usporadame sestupné podle mocniny proménné.

2. Clen délence s nejvys$im stupném délime ¢lenem délitele s nejvys$im stupném, vy-
sledek déleni je prvni ¢len hledaného podilu.

3. Prvnim ¢lenem podilu vynésobime délitele a vysledek zapiSeme pod délenec (stejné
mocniny pod sebe) a odec¢teme. Rozdil je opét mnoho¢len.

4. Cely postup opakujeme pro tento novy mnohoclen. Jestlize rozdil ma stupen mensi
nez délitel, déleni ukonc¢ime a rozdil prohlasime za zbytek po déleni.

Cely postup si ukdzeme na nasledujicim prikladé.

Priklad 1.11: Vydélme dva mnohocleny
Plx)=z*+22+42°4+22+3 a Q(z)=2+1

(* +22% +42% 422 +3): (2 +1) = 2? 422 +3

—(z* +a%)
223 +322 422 +3
—(223 +21x)
3 22 +3
— (322 +3)

0
Vysledek: P(z): Q(z) = 2*+ 2z +3.

Zkouska: (2?2 +2x+3)-(22+1) = 2*+22+223+22+32%+3 = 24223 +422+22+3.

©

Priklad 1.12: Vydélme dva polynomy
Px)=22"+2*—-32>—42+5 a Q@)=2*+z-1

(225 42t —32% —4x +5): (2? +z —1) = 22° -2 +32 -7
—(22° +2z* —223)
—zt 422 32 —4zx +5
—(=z* -8 +1?)
33 —4a2® —4x +5

—72> —x +5
—(=72* —Tx +7)
6xr —2

Zbytek po déleni je 6 x — 2.

-2
Vysledek: P(x): Q(z) =22° —2* +32 -7+ O

224x—-1
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Zkouska:

6z —2
2x3—x2+3x—7—|—2$)-($2+x—1) =
v+ —1
= (2x3—x2+3:1:—7)-(x2+:1:—1)+ﬂ-(x2+x—l) =
2?2 +x—1
= 22°+ 22 =223 — 2t — 3+ 22+ 323+ 322 -3 -T2 —Tax+T7+62x—2 =
= 22°+a* - 32> —4x+5. ©

1.3.2 Umocnovani a rozklad mnohoc¢lenti na soucin
e Vzorce pro umocnovani dvojclent, binomické vzorce:

(a+b)? = a®>+2ab+1? (a—b)? = a®>—2ab+1?
(a+0)? = a*+3a*b+3ab?>+0> (a—0)° = da®—3a?b+3ab*—b®
Obecny binomicky rozvoj:

" /n\ n n! nn—1)---(n—k+1)
b = kR kd N = =
(a+9) ;(k)a , Kden € X, (k> K — k)] il
Zde n! (¢ti n faktoridl) je definovidno nasledovné 0! = 1, 1! = 1 a pron > 1 je

nl=n-n—!'=n-(n—-1)---2-1.

Pi#iklad 1.13: Umocnéme dvojélen (z — 2)°.

(@—2° = 25+ @ oH(=2) + @ PH(—2) 4 @ 2(—2) + (i)x(—2)4 () =

_ 5 o 4. o e 3‘ 9- 2. B o B B
= 2t 2)+2!3!a: 4t gt (=8) + 4y - 16+ (~32) =
= x5—|—5q;4,(_2)+10$3_4+10$2_(_8)_’_51:.16+(_32) _

2> —102* +402° — 8022 +80x — 32.

e Rozklad mnohodlent na soucin:

a>—bv = (a—0)(a+D)

ad—b = (a—0b)(a®+ab+1?)

a+b = (a+Db)(a®—ab+b?)

a*—=bv" = (a—b)(@" ' +a"+a" 3+ +ab" 2+ ), neN
a"+b" = (a+b) (@' —a" 20+ a" 30 — - —ab" 2+ 0"!), n €N liché

Pi#iklad 1.14: Rozlozme mnohoélen (27 2% — 8).
(272° —8) =(Ba)*-22=B2—-2)(32)?+32-2+2%) =B —2) (922 +62+4).

©
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e Rozklad kvadratického trojclenu na soucin kofenovych ¢initeli:

Necht a,b,c € R, b*> —4ac > 0, potom

ar’+bzr+c=a(r—11)(z — z9),

kde z1, x5 jsou kofeny kvadratické rovnice ax* +bx + ¢ = 0.
Ptevedeme-li rovnici ax? + bz + ¢ = 0 na ekvivalentni normovany tvar

b c
x2+ax+a=0, tj. 2’ +pr+q =0,

plati tzv. Vietovy vzorce:
1 “F T2 = —P

1 --T2 = (.

Cisla x1, x2 1ze v nékterych piipadech uhadnout, vétsinou je ale uréime jako koieny kvad-
ratické rovnice (viz kapitola 2).

Pi¥iklad 1.15: Rozlozme kvadraticky trojélen (#2—6 2—16) na soucin kofenovych éiniteli.
p=—-6,q=—16,p>—4q = 36+66 = 100 >0

T1 XTo = —16

T+ Ty = 6 } odtud z; =8 Ty = —2 (zde jsme &isla uhodli)

Cisla 21, 1o miZzeme ziskat také feSenim kvadratické rovnice 22 — 6 — 16 = 0, tedy

6 + /36 — 4(—16) _6:I:\/100_6:|:10_{ 8
5 = - =

2 2 -2

T2 =

(22 =62 —16) = (z— 1) (z —x9) = (z —8)(x+2). ©

e Doplnéni kvadratického trojélenu na ¢tverec (na tplnou druhou mocninu):

2 p\2 P
7 +px+q=<z+§) —Z—I—q,kdep,qeR. (1.1)

Tuto tpravu budeme casto vyuzivat.

P¥iklad 1.16: Dopliime kvadraticky trojélen (22 + 52 + 7) na ¢tverec.

p=25,q9=T7,
(2 +5247) = (z+3)2-2+7 = (z+3)2+3. ©

P¥iklad 1.17: Dopliime kvadraticky troj¢len (22% + 3 + 2) na ¢tverec.

(222 +32+2) = 2(2*+ 3z +1)

p=3.9q¢=1,

e 3r42) =200+ b)) = 2@t D 1) = 2 (@ P4 ) =

=2(x+3)+1 ©
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Pfiklad 1.18: Dopliime vyraz (—3x2 + 5x) na étverec.

(=32 +5x) = =3 (2 — 2x)

(<322 +50) = —3(z* = Jo) = <3 ((@-3?- %) = 3-P+5 o

p.U
<

iklad 1.19: Doplnme kvadraticky trojclen (%xQ — 3z + g) na ¢tverec.
(322 =3z +32) = 1(2® — 62+ 5)

p _67 q = 57
(gﬁ—3x+g):§¢ﬁ—6x+®::%(@—3?—9+5)::ax—3v—2. o
Cviceni

Cviceni 1.3: Vydélte polynomy P(z) a Q(x) a provedte zkousku.
a) P(z) =2 —4a? + T — 4, Q(z) =2 — 1,

Cviceni 1.4: Umoctiete dvojcleny:

a) (a+2)3, b) (z— 1), c) (20+1)3,
d) (bz+2)?%, e) (2y—1)*, f) (2a+3)°.
Cviceni 1.5: Rozlozte mnohocleny na soucin:
a) 2?2 —4, b) 2*+38, c) a®—27,

a2 23 3
Q) %160, e)g—%, £) 2t —y?,
g) a' -0, h) 2°+y°, ) (z+y)’—(z-y),
) @3P-(@—22, k) (a+b)P—t°, ) (o—2)'— (0 +4)".
Cviceni 1.6: Rozlozte kvadratické trojcleny (resp. trojéleny vyssich ¥4da) na soucin:
a) 2?—4x -5, b) 2?—-5x+6, c) x2—%—%,
d) 622 —z—1, e) z*+22%+1, f) 28423 -2,
Cviceni 1.7: Dopliite na ¢tverce:
a) a*—2a+2, b) 2?2 +4z+5, c) v+u-—1,
d) 22> —-42+6, e) 30 +b+3, f) 2*—222+2.
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1.4 Lomené algebraické vyrazy

Lomeny algebraicky vyraz je vyraz ve tvaru zlomku.

lomeny vyra —Vl
vyraz = ,

kde Vi, V4 jsou vyrazy, V5 # 0.

S lomenym vyrazem pracujeme jako se zlomkem, musime tedy davat pozor, kdy je jmeno-
vatel zlomku roven 0. Lomeny vyraz méa smysl, kdyz maji smysl jednotlivé vyrazy Vi, V5 a
vyraz V3 je ruzny od 0.

Zopakujme si pojem spolecny délitel a spolecny nasobek pro mnohocleny.

Spole¢ny délitel mnohoc¢lenu P;, P, je mnohoclen, kterym je kazdy z mnohoc¢lenu Py, P,
beze zbytku délitelny.

Nejvétsi spoleény délitel mnohoclenu je spoleény délitel nejvyssiho stupné.
Spole¢ny nasobek mnohoclent P, P, je mnohoclen, ktery je kazdym mnohoclenem Py, P,
beze zbytku délitelny.

Nejmensi spoleé¢ny nasobek mnohoclenii je spoleény nasobek nejnizsiho stupné.

Priklad 1.20: Urceme nejmensi spole¢ny nasobek a nejvétsi spoleény délitel mnohoc¢lentu
Pi=6(2*—-1) aP,=3(zx—1)%

Rozlozime nejprve oba mnohocleny na soucin:

P =3-2-(z—1)(z+1) a P=3x—-1)(r—-1)

Nejvétsim spoleénym délitelem je mnohoélen P = 3(x — 1), protoze P déli beze zbytku
P, i P, a ze vSech spolec¢nych déliteli ma nejvyssi stupen.

Nejmensim spoleénym nasobkem je mnohoclen Q = 6(z—1)(x+1)(z—1) = 6(z*—1)(x—1),
protoze mnohocleny P; i P, déli beze zbytku mnohoclen @) a ze vSech spole¢nych nasobku
ma nejmensi stupen. ©

e Kratit lomeny vyraz znamené délit jeho citatel i jmenovatel stejnym vyrazem. Rozsitit
lomeny vyraz znamena nasobit jeho cCitatel i jmenovatel stejnym vyrazem.

Kraceni a rozsifeni lomenych vyrazu

i-Vio W

V-V 1
kde Vi, Va5, V jsou vyrazy, Vo,V # 0.

Priklad 1.21: Upravme lomeny vyraz

8(a*—1)(a+1)b*
4(a+1)203

Jmenovatel lomeného vyrazu musi byt ruzny od nuly

4(a+1)20* 40, tedy a+1#0 A b#0.
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Dany vyraz ma smysl pro vSechna a # —1 a b # 0. Za téchto predpokladi plati:

8(a2—1)(a+1)b!  8(a—1(a+1)(a+1)b! )
4(a+1)263 o 4(a+1)(a+1)b3 =2(a—1)b.

Priklad 1.22: Upravme lomeny vyraz

2(x+1)
rz—1
Sx )
r—1

Jmenovatelé vSech lomenych vyrazi musi byt nenulové

5
(r—1)#0 A xfxl%o’ tedy z# -1 AN x#0.

Dany vyraz méa smysl pro vSechna z # —1 a x # 0. Za téchto predpokladu plati:

2(x+1)

x—1  _ 2(@+4+1) bz 2(@+1) z-1  2(+1)
Sw oz —=-1 "z—-1 z-1 5 5r
r—1

e Pri séitani lomenych vyrazu prevedeme lomené vyrazy na spolecného jmenovatele.

Sc¢itani lomenych vyrazu

Vi Vi WVt VeV

to s Vo
Vo V4 VaVy
kde Vi, V3, V3, Vy jsou vyrazy, V2, Vy # 0.
Obvykle pouzivame nejmensiho spole¢ného jmenovatele.

Priklad 1.23: Sectéme lomené vyrazy:

T+2y . xy
2 +y) w-y’

Dany vyraz ma smysl pro x # +y.

z+2y xy (@4 2y)@@—y)try-2(@+y)
2(x+y) -y 2(z+y)(x-y)
P —zy+2yr =2y 227y + 20y
B 2(22 — y?) B
B 2 +ay—2y2+22%y + 22>
B 2(22 — y?) B
2%y +42zy + 2P -2y +ay
N 2(2% — y?) '

Posledni uprava je jen setfidéni ¢lenu mnohoc¢lenu podle nejvyssi mocniny.
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Priklad 1.24: Sectéme lomené vyrazy:
2

T+ x
y + 2y ‘
T rT—y T*—TY

Dany vyraz ma smysl pro x # y a x # 0. S vyuzitim nejmensiho spole¢ného jmenovatele
dostaneme:

tty r oyt @ry -y -y @y -y
r z-y P-zy (5 —y) (@ —y) |

e Pii nasobeni lomenych vyrazi vynasobime citatel s ¢itatelem a jmenovatel s jmenovate-
lem.

Nasobeni lomenych vyraza

Vi Y ViV

Vi, Vi Va-Vil
kde Vi, Va, Vs, Vs jsou vjrazy, Vo, Vi # 0.

Priklad 1.25: Vynasobme lomené vyrazy:
a—{—b_a—b_ ab
ab 2ab a2-—0b%>
Dany vyraz méa smysl pro a # +b a a,b # 0.
atb a=b ab  (®—0)ad 1
ab  2ab a%—10? 2 a2b? (a2 — b?) 2ab’

e Pti umocnovani lomeného vyrazu umocnime jeho citatel i jmenovatel.

Umocrtiovani lomenych vyrazua (k € Z)
wy"_w
Vo) VS
kde Vi, V4 jsou vyrazy, Vo # 0, v pripadé k < 01 Vi # 0.

Priklad 1.26: Umocnéme lomeny vyraz:

Tr+y 2
223 )
Dany vyraz méa smysl pro x,y # 0.
2
<x+y> _ (@tw)? _ (@ty)?

x2 y3

(1;23/3)2 - $4y6

21



Déleni lomenych vyrazu
i Vi Vi Vi

Vo Vi Vo V5’
kde Vi, Va, Vi, V4 jsou vyrazy, Va, Vs, V4 # 0.

Priiklad 1.27: Podélme lomeny vyraz:

2’ —xyt (v —y?) 2Py

r+y a2 —y?

Pro dany vyraz musi platit:
<x+y7§0 A (x—yH) a2y #£0 A xz—y27§0> &
& (scsé—y ANx#y? Aziy#£0 A x27éy2> &

& (fc#—yAx#yQ ANr#0ANy#0 A !$|#!y!>-

Dany vyraz mé tedy smysl pro x # 4%, © # £y a z,y # 0.
Vyraz upravime:

2 —ayt (@—y)aty 2@y 2Py a@—y?) @+ YY) —y)(zty)
z+y 2y vty (z—y?) Py (z +y)(x—y?) 2?y
_ (4@ —y)
Ty '

Zjednoduseni slozeného lomeného vyrazu

Vi
v, _hh
Vi T %W
Vi

kde Vi, V3, Vs, Vy jsou vyrazy, Vo, Vs, Vy # 0.

Priklad 1.28: Zjednodusme slozeny lomeny vyraz:

(u? — v?)
wd(v+1)>5
(u+v)*
(v+ 1)3v2

Pro dany vyraz musi platit:
(WP W+1)P A0 A +1)P*02 #0A (u+0)2 #0)tj. (V# -1 Au#0Av#0 A u—v).
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Dany vyraz méa tedy smysl pro u # —v, v # —1 a u,v # 0.
Vyraz zjednodusime:

(v =)
ud(v+1)5 _ (u? —v?) (vt 1)30? _ (u—v)(utv) (v+ 1%
(u+ v)? wd(v+1)  (u+v)? ud(v+1)5 (u+v)?
(v+41)302
_ (u—v)v? .
v+ 1)%(u+v)ud
(v+1)*(u+0) o
Cviceni

Cviceni 1.8: Kratte lomené vyrazy a stanovte podminky, pro které méa dany vyraz smysl:

255372 3 _ ,3
a) Yz b)ZL’ Yy

UT+VT—UY—VY

— c
22 —y2’ ) ur —vr—uy+oy’

S55rytz
a?’—87 e) 6(x+xy)7 £) ab—ac+ a*d
a?—4 3(y+1)
Cviceni 1.9: Zjednoduste lomené vyrazy a stanovte podminky, pro které ma dany vyraz
smysl:

T +y z(1 — )
T NG a
Q) T b) —5—. ) —=.
x Va
Ty N3

d)

ac—ab—a?d’

11—
1— —v)? —
a ot ) L=V pooLoVE
1—/x Vu 4 /v 1
1+ x
Cviceni 1.10: Sectéte lomené vyrazy a stanovte podminky, pro které méa dany vyraz
smysl:

a) 1+ x b) a b o) 1-3v 3uv—v
r x+1’ a—b a+b’ u—v  ulu—v)’
1 1 2 x 2y
d —+—-— f 1 .
) b2+a2 ab’ °) a:+2y+x—2y’ ) p+ +2p—1

CvicCeni 1.11: Zjednoduste slozené lomené vyrazy a stanovte podminky, pro které ma
dany vyraz smysl:

T —y ] 1
Tty 1+a u+1
a) @ —y? b) —a—, c) 1>
2 — 12 1+4+a v
Yy
) 1 1 _ 1 x+y—4$y
d) 12 e) Tty T—yY f) Tty
t—1" 1 n 1 1 n 1 -
t r+y T-—vy r+y x—vy
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1.5 Upravy vyrazi

Cviceni v tomto odstavci shrnuji ipravy probrané v této kapitole.

Cviceni

Cviceni 1.12: Zjednoduste vyrazy:

1 1 3
(155 -4—5>
1 2

(25i -6§>

) 2 [
VVE

a)

20y
gt P

e)

2 3

S
vi2 Yo .
Vo v2o

Cviceni 1.13: Zjednoduste vyrazy a stanovte podminky, pro které méa dany vyraz smysl:

1

a —7
) vVai+dx+4

g) 1+2va+a ’

1
j v

2y
(z—y) @ +y?)’

P)

2 +222 15z
x4+ 623 +5227

t)

Va2 —2zy+y?
c)

b )
) V2 +2zy + 12
¢) \/6—1 Vu+1 f)
Vu+1 \/ﬂ—l
h) va?—222+zx, i)
a—1 ja+1
k) \/ a a—1+1’ D
1 1 v
o _u
n) 1 1_1) 1a 0)
u v U
@
4 4
a) T ax acé 2\’ 2
(G-%) <;+—>
x x
r—3 x+3

(x —3) (22 +5x+6)

24

1 4
23 24
5 4
32 23

1 12
(102-55)

2575 .23

1 1

a a
T 1711
a b a b

1 1 1

- — ) (1+—):=

_1363/3 + 4$5y4 _ 41:43/5

x3y? — 422y + 4 xy?

oYy — 1P
CI)?’y + l.2y2 + xy?: )




1_{_@ 1 v’ y74_£4 1;3.31

w02 2 i x

W) 2 2 2 2 X) 2 2 2 2 y) .

L vy vty N 13
U2—|—U2 y2 1;2

Cviceni 1.14: Vydélte polynomy a stanovte podminky, za kterych ma déleni smysl:

=623 +622 -2 +1 423 +222 - —1
a) , b) ,
z—1 r+1
2422t =323 — 1122 —4x+12 20 — 2t 4% — 4 + 4+ 1
c) , d) ;
2 —4 2 —x
=223 +222 -3 +2 =23 =32+ Tr—1

e)

, f)

22 +x—2 23— 222 —3x+6
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Kapitola 2
Reseni rovnic

Béhem studia na stfedni skole jste jisté ¢asto (nejen v hodinach matematiky, ale i fyziky,
chemie atd.) narazili na ruzné typy rovnic, napt.

202 +4r =2, log(r —3)+log(r+2)=8, E=mc, pV=nRT.

Kazdou z téchto rovnic jsme schopni zapsat ve tvaru, ve kterém na jedné strané rovnice
bude 0 a na druhé strané rovnice budou vsechny ostatni ¢leny:

20° +4r —2=0,log(z —3) +log(z+2)—8=0, E—mc* =0, pV —nRT = 0.

Mluvime o rovnicich v anulovaném tvaru.

V této kapitole bude nasim cilem zopakovat zakladni postupy pfi feSeni nejcastéji se vy-
skytujicich typu rovnic. S vyjimkou posledni podkapitoly (vénované feseni soustav rovnic)
se omezime na rovnice s jednou neznamou.

Uvazujme tedy rovnici s jednou nezndmou (oznacime ji jako r). ReSenim (kofenem)
dané rovnice nazveme kazdé c¢islo, po jehoz dosazeni do zadané rovnice obdrzime platnou
rovnost. Vyresit rovnici znamena najit mnozinu vSech kofenu dané rovnice (budeme ji
oznacovat jako mnozinu K) — to ovSem muze byt velmi obtizna tuloha, kterou mnohdy
vibec nejde vytesit.

Pro feSeni rovnic pouzivame ruzné metody, napr.

e provadeéni tprav,

e grafické feSeni (tento zpusob volime, pokud ndm staci zjistit pocet kofenu nebo jen
ptibliznou hodnotu feSeni),

e numerické feseni (v fadé pripadu je tato moznost jedind mozné, s vybranymi nume-
rickymi metodami se seznamite v pozdéjsim studiu).

Nejcastéji postupujeme tim zpusobem, Ze zadanou rovnici upravujeme tak dlouho, nez
ziskdme rovnici, kterou jiz snadno umime fesit (napf. rovnici linearni). RozliSujeme pfitom
upravy ekvivalentni, které prfevedou danou rovnici na rovnici se stejnou mnozinou koten,
a neekvivalentni, pii jejichZ pouziti se muze mnozina kofenu zvétsit — v tomto piipadé je
vzdy nutné provést zkousku, kterou takto ,,pridana“ feseni vylouc¢ime. Oznacime-li si levou
stranu zadané rovnice L(x) a podobné pravou stranu rovnice P(x), zkouska pro kofen x
znamend ovéfeni rovnosti L(xg) = P(x).

Mezi ekvivalentni Gpravy patii:
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e zameéna levé a pravé strany rovnice,

e pricteni, resp. odecteni téhoz vyrazu (definovaného pro vsechny hodnoty neznamé,
pro které ma rovnice smysl) k obéma strandm rovnice,

e ndasobeni, resp. déleni obou stran rovnice tymz nenulovym vyrazem (definovanym
pro vSechny hodnoty neznamé, pro které ma rovnice smysl).

Priklad 2.1: Nejcastéjsi chyby se objevuji pfi nespravném pouziti posledné zminované
ekvivalentni tipravy. Ukazeme si to na jednoduchém prikladu rovnice

(x=2)(z+1)=2—2x.

1. zptsob FeSeni (zadanou rovnici pfevedeme do anulovaného tvaru a pouZijeme vzorec

(A—B)(A+ B) = A2 — B?);

(x—=2)(z+1) = 2—z/—2+z
P rr—20-2-2+2 = 0
-4 =0
(x—2)(z+2) = 0.
Vzhledem k tomu, Ze soucin dvou realnych cisel je roven nule pravé tehdy, je-li alespon

jedno z ¢isel nula, dostavame dva kofeny: 7 = 2 a w9 = —2, K = {—2,2}. O spravnosti
feSeni se presvédcime zkouskou (zkousku si u tohoto i u ostatnich piikladu provedte sami).

2. zpusob feseni (Pozor — chybny!):

(x=2)(x4+1) = 2—x/:(z—2)
r+1 = —-1/-1
r = —2.

Kam se ztratil druhy kofen vypocteny prvnim zpusobem? Pfi déleni vyrazem (z — 2) jsme
opomenuli predpoklad délit nenulovym vyrazem a pro x = 2 jsme délili nulou. Ptitom leva
strana zadané rovnice je pro x = 2 rovna nule stejné jako prava strana, tudiz x = 2 je
rovnéz korenem. Takovych chyb je treba se vyvarovat. ©

Nejcastéji pouzivanou neekvivalentni tipravou je umocnéni obou stran rovnice. Ukazeme
si to na jednoduché tloze.

Priklad 2.2: ResSme v readlném oboru rovnici z = v/3z + 4.
Levou i pravou stranu rovnice nejprve umocnime na druhou:

r = V3r+4)/)?
2 = 3v+4/-3x—4
?—3r—-4 = 0.
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Posledni kvadratickéa rovnice méa dva kotfeny x1 = 4 a x5 = —1. Postup Teseni kvadratickych
rovnic si podrobnéji zopakujeme v nasledujicim textu. V priubéhu feSeni jsme vsak pouzili
i neekvivalentni Gpravu — umocnéni na druhou, musime proto provést zkousku:

L(4) = PA4)=3-4+4=116=4 L(4) = P(4)
L(-1)=-1 P(-1)=+/3-(-1) +4=V1=1 L(-1)# P(-1)

Zkouskou jsme druhy kofen vylouéili, tedy K = {4}. Pokud bychom se zkousce chtéli
vyhnout, mame moznost na zacatku feseni tlohy peclivé vysSetiit podminky, za jakych je
umocneéni ekvivalentni Gpravou a rovnice mé smysl: x > 0 a zaroven 3x + 4 > 0. Koren x-
témto podminkam nevyhovuje, a proto je nutné jej z mnoziny kofenu vynechat. ©

=~

Pri grafickém feSeni rovnic muzeme postupovat dvéma ruznymi cestami:

e Ponechédme-li rovnici v anulovaném tvaru f(z) = 0, hleddme pruseciky grafu (grafy
elementarnich funkei si zopakujete v paté kapitole) funkce f s osou z (ty odpovidaji
hledanym kofentm rovnice). Tento zpusob ovSem predpokladd, Ze umime nacrtnout
graf funkce f (viz Piiklad 2.3a).

e Druhou moznosti je pfevedeni rovnice z anulovaného tvaru do tvaru g(x) = h(z), kde
grafy funkci g, A umime nacrtnout. Hledané koteny zadané rovnice v tomto piipadé
odpovidaji z-ovym soufadnicim pruseciku grafu funkci g a h (viz Piiklad 2.3b).

Priiklad 2.3: Pomoci vhodného obrazku rozhodneme, kolik kofent mé rovnice
a) z° —2r =3, b) 2* — Yz =0.

a) Rovnici prevedeme do anulovaného tvaru 2% — 2z — 3 = 0. Pii oznadeni
flx)=2>-20-3=(z—-1)?2—4

hledejme pruseciky grafu funkce f s osou x. Grafem funkce f je parabola s vrcholem v bodé
(1,—4) a osou rovnobéznou s osou y (vice o kuzeloseckiach najdete ve ¢tvrté kapitole).
Z Obrézku 2.1 je ziejmé, Ze dand rovnice ma pravé dva ruzné reélné koteny (vypoctem lze
snadno ovéfit, Ze jde o kofeny x; = —1 a x = 3).

b) Graf funkce f(z) = 2® — ¥/ neumime nacrtnout, a proto zvolime druhy vyse uvedeny
postup. Zakreslime do téhoz soufadnicového systému (viz Obr. 2.2) grafy funkei g(z) = 2®
a h(z) = ¥/z. Odtud je patrné, Ze rovnost g(z) = h(z) (a tedy rovnice 2* — /= = 0) je
splnéna pro t¥i ruzné hodnoty x — rovnice ma tfi realné koreny 1 = —1, 2o = 0 a 3 = 1.
Poznamenejme, ze tuto rovnici lze Tesit i algebraicky:

=Y & =P -r=0s20"-1)=0%s
& 2@ -1)@"+1)=0& 2=0Ver=1Vr=—1
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Y y=(x—1)>-4

Obréazek 2.2: Grafické feseni rovnice 2° — /z = 0.

2.1 Algebraické rovnice o jedné neznamé
Algebraickou rovnici n-tého stupné s neznamou x rozumime rovnici

™ + Ap 1"V + Ay 0z 24 - Farz+ag =0,
kde koeficienty a,,, a,_1, ..., a1, ag jsou realna ¢isla, a,, # 0.

Algebraické rovnice prvniho stupné byva zvykem oznacCovat jako linearni, druhého
stupné jako kvadratické, tfetiho stupné jako kubické atd.

Priiklad 2.4: Rovnice

3 2 1
P +27+3r+T+ -+ S+ =0
x a2

sice nevyhovuje vysSe uvedenému vymezeni, ale za predpokladu x # 0 ji vynasobenim
vyrazem z° lze prevést na algebraickou rovnici Sestého stupné. ©
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Doporucujeme Vam, abyste u vSech nésledujicich ptikladu a cvic¢eni vzdy provedli zkousku!

2.1.1 Linearni rovnice

Linearni rovnici s nezndmou x rozumime rovnici, kterou Ize ekvivalentnimi Gpravami
prevést na tvar
ar+b=0, a,beR.

Jeji Teseni je nasledujici:
e je-li a #0, potom K = {—2},
e je-lia=0ab=0, potom K =R,
e jelia=0ab=#0, potom K = ().

. —4 -2 3zx—-4
Priklad 2.5: ReSme v reidlném oboru rovnici % —xz+2— * 5 = x3 .
Rovnici fesime pomoci ekvivalentnich tprav:
r—4 T — 2 3r —4
— 2 — = - 30
5t 2 3 /

6(x —4) — 30z + 60 — 15(x —2) = 10(3z — 4)
62 — 24 — 30z 4 60 — 152 +30 = 30z — 40

—69z = —106 /:(—69)
L 106
69
Dané rovnice ma jediné realné reseni: K = % . ©

Priklad 2.6: ReSme v reidlném oboru rovnici

4r 1 N 1
22 —-18 -3 x+3°

Dand rovnice mé smysl, jsou-li splnény podminky 222 — 18 # 0, 2 —3 # 0, v + 3 # 0, tedy
pro vSechna z € R\ {£3}. Postupnymi tpravami dostavame:

4x B 1 n 1
22—-18 -3 x+3

dr = 2(x+3)+2(x—3)

/- 2(z —3)(z +3) = 22* — 18

dr = 204+6+220—-6/—4x
0 = 0.

Posledni rovnost je vzdy pravdiva. Resenim dané rovnice jsou tedy viechny hodnoty z, pro
néz mé rovnice smysl, tj. K = R\ {£3}. ©
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Priklad 2.7: Re$me v R rovnici
T+ 3 T r+1 1
T 2(x —1) 20 2z(l—2)

Rovnice méa smysl, jestlize t #0az—1#0,tj.  # 1. Prox € R\ {0, 1} tedy dostaneme

r+3 x r+1 1
v 2x—-1) 2 - 21:(1—1:)/.2“1:_1)
2 +3)(z—1)—z-z—(z+1)(xz—-1) = -1
20° +4dx —6—2" -2 +1 = -1
4dr—5 = —=1/+5
dy = 4/:4
r = 1.

Ziskana hodnota z = 1 ale neni pro danou rovnici piipustnd — dana rovnice proto nema
74dné realné feseni, tedy K = (). ©
Priklad 2.8: Provedeme diskusi fesitelnosti rovnice (s neznamou x € R)

x—2 t+2 1

b — =0
12 )1:—2+1:

a) tx—2t=

vzhledem k redlnému parametru t.
a) Tato rovnice méa smysl v celém R. Nejprve provadime tipravy podobné jako u rovnice
bez parametru:

-2
tr—2t = L _2/.12
12
12tx —24t = x—2/+4+24t—x
v(12t —1) = —2+24t.

Nyni musime rozlisit dvé moznosti. Jestlize 12t —1 =0, tj. t = %, bude mit rovnice podobu

x-0 =0, a jejim fesenim budou vsechna realna ¢isla. V ptripadé t # % dostaneme po déleni
obou stran rovnice vyrazem 12¢ — 1 pro neznamou

_—2424t
126—1
U rovnic s parametrem muzeme vysledek zapsat pomoci prehledné tabulky:
t K(t) ‘
T
t#5 {2}
b) Tato rovnice ma smysl pro x # 2 a x # 0. Postupnymi tpravami dostaneme:
t+2 1
= 0/- —9
— /- a(r—2)
r(t+2)+(x—2) = 0
x(t+3) 2.
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Déle rozlisime dva piipady: pro t = —3 ziskame rovnici x - 0 = 2, které nevyhovuje zadné
relné &islo. Pro t # —3 lze rovnici délit vyrazem (¢ + 3); odtud pak plyne z = 2. Nyni

3
se vratime k podminkam z # 2 a x # 0. Situace = = 0, tj. t%s = 0, nenastava. AvsSak pro
t%?, = 2, tj. pro t = —2, dostavame x = 2. Tedy pro tuto hodnotu parametru ¢ nebude mit

rovnice zadné feseni. Zavérem vSe shrneme formou tabulky:

\ t K(t)
t=-3 0
t=—2 0

t#£-3at#-2] {FH}

©

2.1.2 Kwvadraticka rovnice

Kvadratickou rovnici nazyvame rovnici, kterou je mozné po vhodnych tpravach zapsat
ve tvaru

ar’ +bx+c=0, a,b,ce R, a#0.

Jsou-li 21, xo kofeny dané kvadratické rovnice, pak ji lze rovnéz psat ve tvaru

a(x — x)(x — x2) = 0.

Priklad 2.9: Re$me v R rovnici 2 + 62 — 91 = 0.

Ukéazeme si postup, ktery v dalsim pouzijeme k odvozeni vzorce pro koreny kvadratické
rovnice. Pouzijeme-li doplnéni na ¢tverec (na tplnou druhou mocninu, viz vzorec (1.1))
22 + 6z = (x + 3)? — 9, plyne odtud

(z+3)>—=9—91 = (v +3)? - 100 = 0.
Nyni pouzijeme vzorce A? — B?> = (A — B)(A + B), kde dosadime za A =z + 3, B = 10:
[(z +3) —10][(z 4+ 3) +10] =0
(x—=T)(x+13)=0

.131:7, .’132:—13

Pro mnozinu kofent dané kvadratické rovnice plati K = {7, —13}. ©

V obecném pripadé dostaneme po doplnéni na ¢tverec:

b
ar’ +br +c = a<x2+x+0) =
a a

R S B
2a 402 al|
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Vyraz b? — 4ac byva zvykem oznacovat jako diskriminant D. S jeho pomoci lze pro D > 0
psat za pouziti vzorce A2 — B? = (A — B)(A + B):

b VD b VD —b++D

Ty = —— ———, coz zkracené zapisujeme jako x o =

=
1 2a+ 2a 2a 2a

2a
Dostavame zaveér:
Pro kofeny z1, x5 kvadratické rovnice az? + bx + ¢ = 0 plati
b+ V0?2 —dac —-b++D
L9 = = . (2.1)

2a 2a

Zduraznéme, ze tento vzorec je nutné si pamatovat. Je ziejmé, ze pravé diskriminant a
jeho znaménko rozhoduje o tom, kolik a jaké bude mit rovnice feseni. V oboru realnych c¢isel
ma rovnice feseni pouze pro D > 0. Kvadraticka rovnice ovSsem muze mit feseni i v pripadé
D < 0, toto feSeni je ale z oboru komplexnich ¢isel. Doporu¢ujeme vSem c¢tenarum, kteri
se dosud s komplexnimi ¢isly nesetkali, aby nejprve podrobné prostudovali Sestou kapitolu,
a aZ poté pokracovali studiem nasledujicich prikladu.

Celkem dostavame tyto moznosti:

e pro D > 0 ma kvadraticka rovnice dvé ruzna realna reseni

_ —b++VD  —b-+D

T Lo =
2a 2a
e pro D = 0 mé kvadratickd rovnice jedno redlné feseni (mluvime o dvojnésobném
kofenu)
—b
T12 = ——
2a

e pro D < 0 mé kvadratickd rovnice dvé ruznd komplexni feSeni (jde o dvojici ¢isel
komplexné sdruzenych)

 —b+iv=D  —b—iy—

=Ty, T Ty
Priklad 2.10: ReSme kvadratické rovnice:
a) z2—13x+36 =0, b) 2% — 16z + 64 = 0, c) 72 —4x+8=0.

a) V této rovnici je a = 1, b = —13, ¢ = 36, pro jeji diskriminant plati D = b* — dac =
(—13)? —4-1-36 = 169 — 144 = 25 > 0. Rovnice m4 proto dva redlné kofeny
_13+£v25 S a1 =9

= K ={4,9}.
o= {4,9)

T1,2
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b) Pro a = 1, b = —16, ¢ = 64 plati b*> — 4ac = (—16)*> — 4 -1 - 64 = 0, takZe rovnice ma
jediny (dvojnésobny) reélny kofen:

16 £ 0
ZELQ:T\[:g = K:{8}
c) D=0 —4ac=(—4)>—4-1-8 = —16 < 0, rovnice ma 2 komplexné sdruzené kofeny:
4+/-16  / n1=2+2
Te=—F7 = : = K={2+42i,2-2i}.
’ 2 N, 2y =2 2

V pripadé, kdybychom v zadani pozadovali feseni pouze v redlném oboru, posledni rovnice
by neméla zadné feseni. ©

Priklad 2.11: ReSme v redlném oboru rovnici
T

=10.
r—8

r— 8+

Rovnici mé smysl fesit pro x # 8. Pro x € R\ {8} dostavame pomoci ekvivalentnich uprav:
T
r— 8+ = 10/ -(z—8
=0/

(x—8)?+z = 10(x —28)

22 — 162 +64+2 = 102 —80 / — 10z + 80
2? —25r 4+ 144 = 0.

Pro diskriminant této kvadratické rovnice plati D = 25% —4-1-144 = 49. Odtud jiz snadno
pro kofeny dostavame moznosti

254449  25+7
T12 = = .
2 2
Rovnici vyhovuji redlna ¢isla 21 = 9 a x5 = 16. Vzhledem k tomu, ze oba kofeny patii

do mnoziny R\ {8} a po celou dobu jsme provadéli pouze ekvivalentni tipravy, nemusime
provadét zkousku. Mnozinou kofenu je K = {9,16}. ©

Priklad 2.12: ReSme kvadratické rovnice:
a) 22°-6=0, b) 322+7=0, c) 622 —2z=0.

Zde se setkavame se zvlastnimi pripady kvadratickych rovnic, k jejichz feSeni neni nutné
pocitat diskriminant. Rovnice v pfipadech a) a b) jsou tzv. kvadratické rovnice bez linedr-
ntho clenu neboli ryze kvadraticke rovnice. Jejich feseni snadno najdeme osamostatnénim
¢lenu 22 na jedné strané rovnice a naslednym odmocnénim celé rovnice:

a) 2% =3, coz plati pro z = +/3, tj. K = {+V/3};
b) o? =1, tedy v = +i\ /] K = (i, /1)
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V piipadé ¢) jde o kvadratickou rovnici bez absolutniho ¢élenu. Jeji feSeni najdeme snadno
pomoci vytykani:

622 — 22 =0 < 2x(3x — 1) = 0, coZ plati pro z = 0 nebo x = %; K =0,

Wl

oo

Jestlize kofeny x, x5 kvadratické rovnice vyjadiime pomoci vySe uvedeného vzorce (2.1),
snadno zjistime, ze

~b+VD  —b-VD _

Lt = 2a 2a  a
—b+vD —b—+vD V¥ —-D V—-—0V+4ac c
xr1--T — . = = = —.
Lo 2a 2a 4a? 4a? a

Jsou-li z1, 7o kofeny kvadratické rovnice az® + bx + ¢ = 0, potom pro né plati

&
x1+x2:—a, L1+ Tg = . (2.2)

Priklad 2.13: Provedeme diskusi Fesitelnosti kvadratické rovnice
(1+t)2®> -tz —1=0

v zavislosti na realném parametru ¢.

e Pro ¢t = —1 se dand kvadraticka rovnice redukuje na linearni rovnici x — 1 = 0 a ma
jediné realné reseni x = 1.

e Je-li t # —1, fesime kvadratickou rovnici, pro jejiz diskriminant plati
D= (-t —4-(t+1)-(=1)=1>+4t+4=(t+2)*>0.
o Podminka D = 0 je splnéna pro ¢ = —2. V tomto pfipadé ma rovnice jediny
(dvojnasobny) realny kofen z; o = 1.
o Prot+# —1 at# —2 ma rovnice v redlném oboru dvé feseni
t£ |t + 2|
Tig= .
2T 94 1)
Vzhledem k tomu, Ze v zavislosti na redlném parametru ¢ plati bud' [t+2| = t+2

(v ptipadé t > —2), nebo |t 42| = —(t +2) (v pfipadé t < —2), muzeme celkem
psat |t 4+ 2| = £(t + 2) a po tGpravé dostavame

ot (t+2)
ot (t+2) /o= 20t+1)
2T o0 ) < = (t+2) -1
, =

2(t+1)  t+ 1
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Celkovy zavér diskuse muzeme zapsat formou tabulky:

\ t K(t)
t=—1 {1}
t=—2 {1}

t#—-lat#-2| {1,

©

2.1.3 Rovnice tretiho a vyssiho stupné

Je-li stupen algebraické rovnice tii nebo ¢tyti, existuji pro hledani feseni podobné vzorce
sestavené z koeficientu rovnice, jako jsme poznali u rovnice kvadratické, tzv. Cardanovy
vzorce.

Na zacatku 19. stoleti norsky matematik Niels Henrik Abel (1802-1829) dokazal, Ze
pro algebraické rovnice patého a vyssiho stupné kotfeny rovnice pomoci podobného vzorce
vyjadrit nelze. V téchto pripadech ndm nezbyva nez pouzit numericky zptsob feseni nebo
zvolit vhodnou substituci ¢i jeden kofen ,uhodnout” a po vydéleni korenovym cinitelem
snizit stupen rovnice. Takto budeme postupovat tak dlouho, dokud nedojdeme k rovnici
druhého stupné, kterou jiz umime fesit. Naposledy zminény postup je vSak vyhodny pouze
v ptipadech, kdy kofeny rovnice jsou ,hezka ¢isla“ (0, £1, +2 atd.).

Se specialnim typem algebraickych rovnic vyssiho stupné se jesté setkate v Sesté ka-
pitole, vénované komplexnim ¢islim. Nyni si ukdzeme postup feseni nékolika dalsich kon-
krétnich rovnic vyssich stupnu.

Priklad 2.14: ReSme v R rovnici 3z* — 422 +1 = 0.

Tato rovnice je sice algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné, ale neznamou x obsahuje pouze
v sudych mocninéch, a proto ji lze substituci y = 22 snadno pfevést na rovnici kvadratickou:

3xt —4r* +1 = 0 /subst. y = 2
3y —4y+1 = 0 D=4%>-12=4

442 S =1
Y2 = T: .
N Y2 = 3-

Nyni se vratime zpét k substituci y = 2?. Z moznosti y; = 1 dostavadme 2? = 1, tj. dva
kofeny 19 = 1 a z moznosti y; = % dostéavame 22 = %, tedy dalsi dva kofeny 34 = :té.

Celkem ziskavame ctyfprvkovou mnozinu kofenu K = {:I:l, :l:?} ®

Priklad 2.15: ReSme v R rovnici 2z° + 322 — 32 — 2 = 0.

Mnohoclen na levé strané rovnice pomoci postupného vytykani zapiseme v soucinovém
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tvaru:

(22° — 2) + (32* — 3x)
2z — 1)+ 32(z — 1) =

2z —1)(z* + x + 1) + 32(z — 1)
(z —1)[2(z* + + 1) + 37]
(x —1)(22% + 52 +2) =

I
o o o o o

Odtud dostéavame dvé moznosti: x — 1 = 0 nebo 222 + 5z +2 = 0,

5+y2B—16 / T2= 2
4 \ [L’3:—%.

tedy 1 = 1; 293 =

, . v 1 e 1
Danéa rovnice ma tti readlné koteny: K = {1, -2, —5}. ©

Piiklad 2.16: Resme v oboru komplexnich ¢isel rovnici 2® — 3z — 18 = 0.

V tomto piipadé se pfevod na soucinovy tvar pomoci vytykani na prvni pohled nenabizi.
Zkusme do rovnice postupné dosazovat Cisla +1, +2, +3 atd. Snadno ovérime, ze po do-
sazeni z; = 3 do rovnice je splnéna rovnost. To znamen4, Ze mnohoclen 2® — 3z — 18 m4
korenovy cinitel © — 3. Provedeme déleni:

(23 —3x—18): (z —3) =22+ 32 +6

— (2% — 32?)
32% — 3z — 18
— (32? — 9x)
6r — 18
— (6 — 18)

0
Nyni jiz muZzeme zadanou rovnici prepsat v souc¢inovém tvaru:
(z —3)(2* + 3z +6) = 0.

Tedy bud z — 3 = 0 nebo 2% + 3z + 6 = 0. Kvadratickd rovnice 2% + 3z + 6 = 0 ma dva
komplexné sdruzené kotreny

-3+v9-24 3 V15,

_ _2 Vo
1,2 2 97 9!

Pro mnozinu kofenu plati K = { , —% + @i } ®
Zduraznéme, ze v prikladu 2.16 se nam podafilo rovnici vyftesit, protoze jsme jeden jeji
koren ,uhodli“, v ptikladu 2.15 se ji podarilo rozlozit na soucinovy tvar. Obecnou rovnici
tretiho stupné takto ovsem vyftesit nelze.



2.1.4 Rovnice s neznamou pod odmocninou

Strategie feSeni rovnic s nezndmou pod odmocninou (iracionalnich rovnic) je zalozena na
odstranéni odmocnin z rovnice pomoci umocnéni obou stran rovnice. My se v dalsim textu
omezime jen na druhé odmocniny.

e Jestlize rovnice obsahuje jedinou odmocninu s neznamou, pak ji osamostatnime na
jednu stranu rovnice a poté rovnici umocnime (viz piiklad 2.17).

e Jestlize rovnice obsahuje dvé a vice odmocnin s neznamou, pak jednu, pfipadné dvé
odmocniny, ponechdme na jedné strané rovnice, vSechny ostatni ¢leny prevedeme
na druhou stranu rovnice a rovnici tak dlouho umoctujeme, az vSechny odmocniny
odstranime (viz ptiklad 2.18).

Pti feseni iracionalnich rovnic bychom nikdy neméli zapomenout provést zkousku, protoze
ne vzdy pouzivame jen ekvivalentni upravy!

Priklad 2.17: ReSme v realném oboru rovnici 8 +4v/x — 9 = 2 — 1.

Wr—-9 = -9/
16(x—9) = (vr—9)*/—16(z —9)
0 = (x—9)(z—9—16)
0 = (z—9)(x—25) = 21 =9,29=25

Zk.: L(9)=8+4,/9—9=38 P9 =9-1=38 L(9) = P(9)
L(25) =8+ 425 —9 = 24 P(25)=25—1=24 L(25) = P(25)

K = {9,25}. ©

Piiklad 2.18: Resme v redlném oboru rovnici v/x + 3 + 2v/1 — z = 24/7.

Vi+3+2V/1—z = 2z /?
T4+3+4/(x+3)(1—2)+4—4r = 4
B4+ T4+4/(x+3)1—2) = 4z /+3x—7
\/x+3(1—x) = To—7)/?

16(x +3)(1 —x) = 49(x —1)?
16(x+3)(1—2) = 49(1 — )’
(1—2)[16(z +3) —49(1—2)] = 0
1
(1=a)(65r—1) = 0= a1=1a=

Zk: L(1)=+v1+3+2/1-1=2 P(1) =21 = L(1) = P(1)

L&) = JE+3+2/8=2 pLy=2/L L(gs) # Plg5)



Cviceni

Cviceni 2.1: Reste v reidlném oboru rovnice:

a) 32—2)—71-22)+3x—-4=9, b) (z—2)2*—2z=(4—1)
20 — 8
) 6(x—2) +4(2 —x) =2z — 4, d o,
= +3
2 | z+3
z—2 4 z43 xr—4 x+8
0 =0 f - =0
e) %—i—% ’ ) r+2 -3 ’
+8 dz—-1 x5 c+4 =
— - _ - h 2 _
i) (z+1)2x—-3)+(1—2)B3+2x)=(z+4)(x—8),
j) 4(2—12)*=3(x+3)* = (z — 16)?,
k) 3z —1)2 —4(z+2)? +16(x — 2) = z* + (2x — 3)%
Cviceni 2.2: Reste v redlném oboru rovnice:
a) 2?—3r—28=0, b) 25z —1=0, c) 222 —Tx+6=0,
d) 492% — 14z +1 =0, e) 72+2x+4=0, f) 1622 — 162 +3 =0,
g) 62—z =0, h) 16922 +1 =0, i) 2?2 —196 = 0.
Cviceni 2.3: Reste v redlném oboru rovnice:
3—x T 3—r
a) Tyt b ) Ttz ~h
r—2 x—3 2¢ + 3 l1—-2 3-—-2z
— d — —
c) x—3+x—2 0, ) 4x x+1+$2+x 0,

e) 3(x—4)2—-2(1-2)*+ (x—2)(z+2) = —2(x —3)(7 - x),
£) (6—z)(z+3)—2(x—1)(z+1) = —=2(x —V11)(z + V11).

CvicCeni 2.4: Reste v komplexnim oboru rovnice:

a) 222 —3x4+5=0, b) 2? — 4z = 32,
c) 2?2 =2(x+4), d) 422 —2(1+3)z+ 3 =0,
e) z(r—6)=—10, f) 2% —2y2r—-2=0,
1
g) z? =10z — 29, h) ——P:4.

Cviceni 2.5: Provedte v R diskusi feSitelnosti rovnice vzhledem k parametru p € R:

a) z(p—2) =p(x—2)+10, b) z(p—2) =p(z+2)+8,
c) pz+3)—xz(2—-p)=p+5, d) 8p—p(2—2)+(z—-2)(x+3)=a®—p%
e) 72 —pr+4=0, f) p*x? —6pr+1=0,
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p—2
z—1

2p(z — 1)
z+1

=2

g)

=5, h) 24
T

Cviceni 2.6: Reste v R pomoci vhodné substituce nasledujici rovnice:
a) z*—256=0, b) 2z* — 72?2 +6 =0, c) 3z*4+52°+1=0,
d) z*+52>—6=0, e) z%—112°+30=0, f) 2041223 — 28 =0.

Cviceni 2.7: Pomoci postupného vytykani a prevedeni na soucinovy tvar fesSte v kom-
plexnim oboru rovnice:

a) 2% +212 -9z —18 =0, b) 3z% —32? — 62 =0,
c) 28 +32%—6x—-8=0, d) 223 -T2 +20—-7=0,
e) z* — 223+ 42% — 8x =0, f) 32%—322492—-9=0.

Cviceni 2.8: Nejprve se pokuste ,odhadnout“ dosazovanim c¢isel +1, +2, 43, ...atd.
néktery z kofenti dané rovnice a poté pomoci déleni kofenovym cinitelem najdéte kotfeny
ostatni:

a) 62° — 1322 +2+2=0, b) —32% -8z +5r+6=0,
c) 8 -5z +5x—-1=0, d) 23+ 922 + 262 + 24 = 0,
e) —a+ 11x? — 38z + 40 = 0, f) 223 — 322 — 18z + 27 = 0.

CvicCeni 2.9: Najdéte vSechna realna feseni rovnic:

a) Vaz—15=12-1, b) Vi—z+x=T,

c) V2r+12+x+2=0, d) V12—1—1=21—6,

e) v — = /ryT -1, f) V—a?+z+31=2x-05,

g) V2r+3+2/x—-8=0, h) 3vx+6+ 412+ 22 =0,
i) 2yr+4=+/22—5, j) Ve+3=v10- 3 -z

2.2 Jednoduché exponencialni a logaritmické rovnice

Na tomto misté doporucujeme ¢tenari, aby si zopakoval vlastnosti a prubéh exponencialni
(y = a”, kde a > 0, a # 1) a logaritmické (y = log, x, kde a > 0, a # 1) funkce (viz
pata kapitola), a pfipomindme, Ze je nutné ovladat pravidla pro pocitani s mocninami a
logaritmy. Daéle je tfeba zduraznit, Ze obecné lze exponencialni a logaritmické rovnice fesit
jen numericky, a proto se v dalsim omezime pouze na jednoduché typy téchto rovnic.

Exponencialni rovnici nazyvame rovnici, ktera obsahuje nezndmou v argumentu (ex-
ponentu) exponencidlni funkce.

Pii feseni exponencialnich rovnic vyuzivame dulezitou vlastnost exponencialni funkce:
pro a > 0, a # 1 plati
@ =d" = z=uy. (2.3)



(Rikéme, Ze exponencialni funkce y = a® je prosta.)
Exponencialni rovnici pak zpravidla fesime tak, ze se ji pokusime vhodnymi tpravami
prevést na rovnici typu

@ =p9@ 4 >0,b>0. (2.4)

o Jestlize a = b # 1, plyne z (2.3) a (2.4) rovnice f(z) = g(x) (viz Piiklad 2.19, 2.20).
e Jestlize a # b, potom obé strany rovnice (2.4) logaritmujeme, pfi¢emz dostaneme
f(z)-log.a = g(x)-log. b, ¢>0,c#1,

kterou déle fesime vzhledem k proménné z (viz Pfiklad 2.21). MuZeme napf. volit
¢ = 10, tedy dekadicky logaritmus (log).

e Dalsi casto pouzivanou metodou je volba vhodné substituce, s jejiz pomoci prevedeme
exponencialni rovnici na rovnici algebraickou (viz Priklad 2.22).

Piiklad 2.19: Re$me v redlném oboru rovnici 972 —3-3% 472 = 0.
Rovnici nejprve upravime tak, aby obsahovala exponencialni funkci pouze o zakladu 3:

(372 -3 4172 = 0

377347 = —72/.3"
1-3 = —72.3°
8 = 7237 /:(=T72)
LR
9
37?2 = 3
Odtud podle (2.3) dostavame = = —2. Rovnice mé jediné feseni: K = {—2}. ©

Piiklad 2.20: Re$me v redlném oboru rovnici 6-2°73 — 3.3 =3.2774 _6.3°7,
Mocniny se stejnym zakladem pfevedeme na jednu stranu rovnice:
6-2°7%-3.27%=3.30"" 6.3
a na zakladé pravidel pro praci s mocninami osamostatnime na kazdé strané rovnice moc-
ninu obsahujici x:
6-2"-27°-3.2.27% = 3.3°.37"-6-3.37"

x Q_i _ —x T _ . a5
2 (8 16) = 377(3"-6-3°)
9

2T. = = 37%.36
16

Daéle mocniny obsahujici nezndmou x osamostatnime na jedné strané rovnice (rovnici na-

sobime vyrazem 3* a délime 1—96):

27.3% = 3%. —
6" = 6
r = 4= K={4}.
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Piiklad 2.21: Resme v redlném oboru rovnici 3%72 = 22*+1,
Pouzitim pravidel pro pocitani s mocninami nejprve rovnici upravime do podoby

3:0.3—2 — 22z‘21
— = 2.3

4
3 xT
~] = 18
9

Nyni obé strany rovnice logaritmujeme:

’ log 1 log 1
log 3 =log 18, tedy xr = &38; K={2% 38 :
4 log 1 log 1

Pokud bychom nejprve obé strany rovnice logaritmovali a az poté upravovali, vypadal by
vypocet takto:

log3"? = log2**!
(x—2)log3 = (2x+1)log2
z(log3 —log2) = log2+2log3
log 2 + 21og 3
log3 —2log2’

Ovérte sami, ze jsme dospéli ke stejnému vysledku jako v prvnim piipadé. ©

Priklad 2.22: Re$me v realném oboru rovnici 4% — 3 -2% — 40 = 0.

Volime-li substituci y = 2%, pak 4% = (22)* = 2%* = (2%)? = 4? a danou rovnici prevedeme
na rovnici kvadratickou y? — 3y — 40 = 0, pro kterou plati

3+9+160 3£V169 S yi =8
= . =

Y1,2 =
2 N Y2 = b
Vratime-li se k puvodni substituci, dostavame dvé rovnice 27 = 8 a 2* = —5. Prvni z téchto
rovnic mé kofen « = 3, druha rovnice nema zadné realné feseni (2% je vzdy ¢islo kladné).
Celkem K = {3}. ©

Logaritmickou rovnici rozumime rovnici, ktera obsahuje neznamou v argumentu loga-
ritmické funkce.

Pri feseni logaritmickych rovnic vyuzivame nasledujici vlastnost logaritmické funkce:
proa >0,a# 1, z,y > 0 plati

log,z =1log,y = x=uy. (2.5)

(Rikdme, 7e logaritmicka funkce y = log, = je prost4.)
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Logaritmické rovnice pak fesime zpravidla pfevedenim do tvaru

log, f(z) =log, g(x), a>0,a # 1. (2.6)
Vzhledem k vlastnosti (2.5) plyne z (2.6) rovnice
f(z) = g(x)

Je ovsem nutné si uvédomit, ze takové ,,odlogaritmovani“ nemusi byt ekvivalentni iipravou.
Pfi feSeni logaritmické rovnice je proto nutné provést na zavér feseni zkousku (viz Piiklad
2.23).

Podobné jako u exponencidlnich rovnic lze v nékterych piipadech vhodnou substituci
prevést rovnici logaritmickou na rovnici algebraickou (viz Ptiklad 2.24).
P¥iklad 2.23: Re$me v redlném oboru rovnici log z + log(x — 4) = 21og 2 + log 3.
S vyuzitim pravidel pro pocitani s logaritmy lze psat

log(x(z — 4)) = log(2* - 3).

Podle (2.5) odtud plyne
log(x(x —4)) = logl2
x(zr—4) = 12.

Danou logaritmickou rovnici se nam podarilo pfevést na rovnici kvadratickou:

44+16+48 4+£8 / 11=6

2 —4r—12=0 & 315 =

2 2N, a9 = -2
Pro oba koteny nyni provedeme zkousku:
L(6) = log6+log2=1log(6-2)=1logl2
P(6) = 2log2+log3=1og(2*-3) =log12, tedy L(6) = P(6)
L(—2) = log(—2)+ ...tato hodnota neni definovina, druhy kofen nevyhovuje
Dané logaritmické rovnice ma jediné feseni, K = {6}. ©

Piiklad 2.24: Re$me v realném oboru rovnici In*z? —41ln/z — 2 = 0.

Dané rovnice méa smysl za podminek 22 > 0, /x > 0 a z > 0, tedy pro z € (0;00).
Piipominame, ze pro z > 0 plati

1
In® 2% = (1n1:2)2:(21nx)2:4ln2x a ln\/§:§ln$.
Tedy rovnici upravime na tvar:

1
4ln2:1:—4-§lnw—2 = 0, tj.

4In’r —2lnzx—2 = 0
2’z —lnz—1 = 0.
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Zavedenim substituce y = In x pfevedeme rovnici na kvadratickou:

1£v9  / wn=1
4 \?/2:—%-

2y2—y—1:0, tJ Y12 =
Vratime-li se zpét k substituci, dostaneme dvé rovnice lnx =1 alnz = —%, které jiz
snadno vyfesime:

lnz=1 & xz=e

1 = &
ne=—— T =
2

Rl

1
Oba koteny splinuji podminku x > 0, tedy K = {e, —}
e

Cvideni

Cviceni 2.10: Najdéte vSechna redlnd feseni rovnic:

) vl RO o (=1

d) (&)* =1, e) 8 =15, f) 201=3,

g) (D77 =7, h) logz =3, i) logy(z+1)=7,

j) logy(20+1) =2, k) Inyz =4, 1) log, (ifi—1) — 0.
Cviceni 2.11: Najdéte vSechna redlné feseni rovnic:

a) 27-3°2 6.3 £15.3° =0, b) 9° —7-3" +12=0,

c) logz —3logz+2=0, d) 3°2 — (%)%1—1—4-3’”:0,

e) log(35 — 2®) = 3log(5 — z), f) 24277 =2,

g) 3214 322 _ g4 _ 315 h) 20242+ — g1

i) 4logs /T + 2logsz = 7 — logy 3, j) logy(z —2) +logy(8 — ) = 2,

k) 9-37t 42772 =5.2572 .32 1) In(z+1)+In(z—1)=In8 +1In(x — 2).

2.3 Jednoduché goniometrické rovnice

Nez zacnete Tesit goniometrické rovnice, zopakujte si vlastnosti a prubéhy funkeci sinus,
kosinus, tangens a kotangens (viz pata kapitola) a zakladni vztahy mezi nimi. Vzhledem
k tomu, ze ve vét§iné pripadu lze goniometrické rovnice fesit pouze numericky, omezime se
dale jen na jednoduché typy téchto rovnic.

Goniometrickou rovnici nazyvame rovnici, ktera obsahuje neznamou v argumentu né-
které z goniometrickych funkei (funkce sinus, kosinus, tangens, kotangens).
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Resit goniometrickou rovnici znamend najit viechny orientované thly, které dané rovnici
vyhovuji. Vzhledem k periodi¢nosti goniometrickych funkci maji goniometrické rovnice
zpravidla nekonecné mnoho reseni, pokud nespecifikujeme interval, v némz hledame kon-
krétni feseni.

P1i Teseni nejcastéji postupujeme tak, ze pomoci vhodnych tuprav prevedeme danou
rovnici na nékterou ze zakladnich goniometrickych rovnic

sin x (resp. cosz,tgx,cotgx) =k,
kde k£ € R. Déale najdeme ostry thel z(, pro ktery plati
sin xg (resp. cos xg, tg o, cotg xg) = | k.

Prostfednictvim thlu z pak ur¢ime zakladni thly = € (0; 27), které dané rovnici vyhovuji
a ostatni kofeny rovnice dopocteme na zakladé periodi¢nosti.

V3

Priklad 2.25: ReSme v redlném oboru rovnici cosz = — .

2
i
Nejprve najdeme ostry thel zy, pro ktery plati cosxzy = - Tedy z¢y = r Kosinus je
zaporny ve II. a III. kvadrantu, zakladni orientované thly v tomto pripadé tedy budou
T D n T 7
T1=T——===m, To=7T+—==T.
' 6 6 7 6 6

Vzhledem ke skutec¢nosti, ze kosinus je 2m-periodicka funkce, budou mit vSechna feSeni
dané rovnice podobu

JJZ§7T+2]€7T, nebo x:gﬂ'—i-Qkﬂ', keZ,

6
7
K =] {gﬂ+2kﬂ,6w+2kﬂ} .
kEZ
©

_ 1
Priklad 2.26: ReSme v redlném oboru rovnici sin (g — 2:1:) = 3

5 — 2 ziskdame zdkladni goniometrickou rovnici siny = % Pro yo € (0; 3)
< yo = 5. Funkce sinus je kladna v I. a II. kvadrantu, odkud plyne

T 5
y2:7'['——:—7'('

T
6’ 6 6
2km, k € Z. Vratime se zpét k substituci y = § — 2z

Substituci y =

plati sinyy = %

+

a celkem y = T + 2km, resp. y = gw
a dostavame

T2 = 142k T-90 = Ir+ 2k
—2r = —%+2kn resp. —2r = %+ 2k~
r = §—km r = —¢—km

K:lg{g—kzﬂ,—g—kw}.
©
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<

Piiklad 2.27: Res$me v redlném oboru rovnici tg (x + E) =

3
N T . Lo . - 3
Substituci y = = + 3 ziskame zakladni goniometrickou rovnici tgy = 3 Pro yo € (0; 3)
plati tgy, = @ & yo = 5. Vzhledem ke skutecnosti, Ze tangens je m-periodicka funkce,

budou mit vSechna feSeni dané rovnice podobu

y=%+k7r, ke

T
Vratime se zpét k substituci y = v + — a dostavame

+ km, odkud plyne z = —% + km, atedy K = U {—% +k7r}.

keZ @

n T 7
T+ - ==
3 6
Priklad 2.28: ReSme v realném oboru rovnici sinz + sin 2z = 0.

S vyuzitim vztahu sin 2z = 2 sin x cos x rovnici upravime do tvaru
sinx + 2sinxcosz =0 < sinz(l+2cosz) =0.

Odtud plyne sinz =0 nebo 1+ 2cosz = 0. Resime tedy dvé zakladni goniometrické
rovnice a dostavame:

™

smr=0 <& )
& T+ 2km nebo  x=im+2km ke’

COST — —

I
winy =

T
T

N[

2 4
K= kmw,—m+ 2km, —m + 2k » .
O

Cviceni
CvicCeni 2.12: Najdéte vSechna realné feseni rovnic:

V3

a) sin$:—7, b) cotgx + /3 =0,

c) tgir+tgi =0, d) 2cosz —+2=0,

e) sin (22— %) =1, f) cos(f+m) =1,

g) tg (] —22) =%, h) cotg (§ — ) = —1,

i) sin’x —3sinz =0, j) sin’z —isinz =0,

k) sin2z + cos2x = —1, 1) log(sinz) = 0.

Cviceni 2.13: Najdéte vSechna redlné feseni rovnic:

a) sin®x +sinz — cos’x =0, b) tglr=—— -3,
cos? x
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c) 2sin’r =2 — cotg, d) cosbz(cosx + cos3z) =0,
e) sinx + sin2x = tgz, f) sin’x —4sinx +4 =0,

g) 2sin’z + 2v/3sinzcosz = 0, h) sinz — (1 + v/3) sinz cos z ++/3 cos’x = 0.

2.4 Rovnice s absolutni hodnotou

Absolutni hodnota realného c¢isla a je definovana takto:
la| =a pro a >0, la| = —a pro a < 0. (2.7)

Geometricky vyznam absolutni hodnoty: Cislo |a| odpovida vzdélenosti obrazu &isla
a na c¢iselné ose od pocatku.

K feseni rovnic s absolutni hodnotou nejcastéji pouzivaime metodu nulovych bodu. Uréime
hodnoty proménné x, pro které absolutni hodnoty (které se v rovnici vyskytuji) nabyvaji
nulové hodnoty, a pomoci téchto tzv. nulovych bodu rozdélime realnou osu na dil¢i intervaly
(jejich pocet zavisi na po¢tu nulovych bodi). V jednotlivych intervalech pak fesime danou
rovnici po odstranéni absolutnich hodnot. Vse si ukazeme na prikladech:

P¥iklad 2.29: Resme v realném oboru rovnici |z — 3| = 2z + 7.

Nulovym bodem absolutni hodnoty v této rovnici je x = 3.

Za predpokladu z — 3 < 0 plati |x — 3| = —(2 — 3) a danou rovnici lze pfepsat do podoby
—(x —3) = 2x 4+ 7, odkud plyne z = —%. Tato hodnota spliuje podminku z — 3 < 0, jde
tedy o kotfen dané rovnice.

Déle vytesime ptipad x — 3 > 0, pro ktery plati |z — 3| = x — 3 a rovnice ma podobu
x — 3 =2x+ 7, odkud vychazi x = —10. OvSsem —10 ¢ (3, 00), nejde tedy o kofen zadané
rovnice. Celkem dostavame K = {—3}. ©

P¥iklad 2.30: Resme v redlném oboru rovnici |z — 1| + 2|2 — x| = 5.

Nulovymi body jsou hodnoty 1, 2. Pro lepsi pfehlednost si muzeme vSe zapsat formou
tabulky:

e =1 | [2—z| | [x—1|+2]2—2| =5
r€(—oc;l) | 11—z | 2—2 | 1—2+4+2(2—2)=5
x € (1;2) r—1|2—2 | 2—14+22—-2)=5
re€(2;,00) || z—1 | 2-2  x—-14+2(x—-2)=5

V piipadé z € (—oo; 1) mé tedy rovnice piepsané bez absolutnich hodnot podobu
l1—2+4+2(2—1z) =05,

odkud dostédvame x = 0. Protoze 0 € (—o0; 1), je nula kofenem dané rovnice.
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Pro z € (1;2) ma rovnice tvar x — 1+ 2(2 — x) = 5, odkud = = —2, ale —2 & (1;2).
Kone¢né pro = € (2;00) fesime rovnici x — 1 + 2(z — 2) = 5, jiz vyhovuje z = %, pri¢emz
2 e (2;00).

Celkové ma zadand rovnice dvé feseni: K = {0, 2}. ©
Priklad 2.31: Uréeme graficky pocet kofenu rovnice 4 — |z| = 2|z — 1].

Do jednoho obrézku (viz Obr. 2.3) sestrojime grafy funkci y = 4 — |z| a y = 2|z — 1|. Reseni
dané rovnice pak najdeme jako z-ové soutfadnice pruseciku grafi obou funkci. Vidime, ze

y=2|x—1|

X
/ R \

y=4-|x|

Obrazek 2.3: Grafické feSeni rovnice 4 — |z| = 2|z — 1].

rovnice ma dva kofeny x7, x5. Vypoctem muzeme, podobné jako v predchozim piikladé,
T 2 o
Overit, ze 11 = —5 a 13 = 2. @

Cvideni

Cviceni 2.14: Reste rovnice v R:

a) |7—z| =5, b) [z —4]=2—uz,
c) |xr—1 =3, d) |4—3z|=4- 3z,
e) |2z —1|=1-2x, f) |x—8|=4-2x.

Cviceni 2.15: Najdéte vSechna redlnd feseni rovnic:

a) |z —2|=|z|+2, b) |3—2z|—|z—1=2—-2z

c) |z+1|+12—z|+2x| =3, d) [3z—4[=3,

e) |1—2z| =2, f) jv—2|—|zr—1|+ |3+ 2| =0,
g) |v—4] =3z +2], h) |z —1[—[2 -z = -1,

i) |[z—a| =3, acR, j) lz—=2/=bbeR.
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Cvideni 2.16: Reste graficky rovnice:
a) |v—3|=4, b) 2—z|=2-3,
c) 1—|z| =241, d) |1-2?=1

2.5 Soustavy rovnic

2.5.1 Soustavy linearnich rovnic o vice neznamych

Soustavou dvou linearnich rovnic o dvou neznamych x,y nazyvame soustavu

amr + by =

asx + by = ¢,

kde aq, as, by, by, 1, ¢y jsou realna cisla.

P1i teseni soustav dvou linearnich rovnic nejcastéji pouzivame libovolnou z nasledujicich
metod (obvykle volime tu, ktera je pro danou soustavu jednodussi):

1. Metoda dosazovaci: z jedné rovnice soustavy vyjadiime jednu z neznamych a
dosadime jeji vyjadieni do druhé rovnice, ¢imz ziskdme linedrni rovnici s jednou nezna-
mou, kterou vytesime; ziskané cislo dosadime do libovolné rovnice soustavy a dopocteme
zbyvajici nezndmou (viz Piiklad 2.32).

2. Metoda séitaci: obé rovnice soustavy vynasobime vhodnymi nenulovymi ¢isly tak,
aby koeficienty u x nebo u y v jednotlivych rovnicich byly opac¢nymi ¢isly; takto upravené
rovnice secteme, ¢imz ziskdme linearni rovnici s jednou nezndmou a dale postupujeme
stejné jako pfi metodé dosazovaci (viz Piiklad 2.33).

Priklad 2.32: ReSme soustavu rovnic v redlném oboru:
3r — Ty = 15
—6x — y = 0.

Soustavu vyresime dosazovaci metodou — z druhé rovnice vyjadiime neznamou y = —6x,
dosazenim do prvni rovnice odtud dostaneme rovnici

3x —T7-(—6x) = 15,

jejimz feSenim je x = % (Ovérte sami!). Jestlize tuto hodnotu nyni dosadime do vyjadieni
y, dostaneme y = —6 - % = —2. Danéa soustava ma tedy jediné feSeni x = % ay = —2,
neboli jeji FeSeni je jedind uspofddand dvojice ¢sel (z,y) = (3, —2), tedy

K ={(},-2)}. o

Priklad 2.33: ReSme v redlném oboru soustavu rovnic:

dr — 2y = -1
92 + 3y = 0.
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Soustavu vyfesime sc¢itaci metodou. Po vynasobeni prvni rovnice tfemi a druhé rovnice
dvéma dostaneme soustavu

120 — 6y = -3

18z + 6y = 0.
Sectenim levych a pravych stran téchto rovnic ziskdme rovnici o jedné neznamé 30x = —3,
odkud snadno vypocteme x = —%. Po dosazeni napt. do prvni rovnice soustavy plati
4 - (—1—10) -2y = -1y = 1%. Resenim dané soustavy je jedina uspoifddand dvojice

(9) = (= s )t K = {(— . ). o

Priklad 2.34: ReSme v redlném oboru soustavu rovnic:

0,24(z—3) + 0,18(2—y) = 0,36
0,2(x—2) — 0,15(y—2) = 0,7

Soustavu nejprve upravime pomoci roznasobeni zavorek:

0,247 —0,72+0,36-0,18y = 0,36 _ 0,240 — 0,18y = 0,72
072$_074_0715y+1 = 077 0,2.17 — 0,153/ = 0,1

Vydélime-li prvni rovnici soustavy c¢islem 0,06 a druhou rovnici ¢islem 0,05, obdrzime

soustavu
dr — 3y = 12

dr — 3y = 2.

Odtud je jiz zfejmé, ze obé rovnice nelze splnit soucasné — dana soustava rovnic nema

z4dné teSeni, tedy K = (). ©

Priklad 2.35: ReSme v realném oboru soustavu rovnic:
2 -1 — 3(1-y) =5
32 —3) + 3By—6) =

Roznéasobenim zéavorek soustavu nejprve upravime do podoby:

20 —2-34+3y = 5 tod 20+ 3y = 10
62 —9+9y—18 = 3° Y 6x+9y = 30.
Nyni si bud’ v§imneme, Ze jsou obé rovnice stejné (lisi se pouze nasobkem tii a tedy pred-
stavuji jednu rovnici), anebo dale pouzijeme sé¢itaci metodu. Po vynasobeni prvni rovnice
(-3) a pri¢teni k rovnici druhé ziskdme rovnici

(=6 + 6)x + (=9 + 9)y = —30 + 30,

tedy 0 = 0, kterd je vzdy platna. Zvolime-li libovolné realné x, 1ze vzdy druhou nezndmou
vyjadrit ve tvaru
10 —2x
Y= 3

Soustava ma nekone¢né mnoho feseni z € R, y = %, tj. K = {(1:, 1052‘”) [T E ]R}. @
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Priklad 2.36: Znazornéme graficky feSeni soustavy rovnic:

3r — 4y = -—18
Sor + 2y = —4.

Do téhoz souradnicového systému vyneseme piimky o rovnicich
3r —4y = —18 a or + 2y = —4.

ReSenim soustavy jsou soutadnice priise¢iku A = (—2,3) obou pifmek, viz Obrazek 2.4.

/x—4y+]8=0

Sx+2y+4=0

Obrézek 2.4: Obrazek k Prikladu 2.36.

©

Priklad 2.37: Resme v redlném oboru soustavu rovnic vzhledem k readlnému parametru t:

r + ty =1
tr + y = t.

Vyjadrenim neznamé x = 1 — ty z prvni rovnice a dosazenim do druhé rovnice obdrzime
rovnici

t(l—ty)+y =t
t—t*y+y = t/—t
y(1—t*) = 0.

e Pro t # +1 ma tato rovnice jediné feSeni y = 0, jemuz odpovidd v =1 —1¢-0 = 1.
Soustavu splituje pouze usporadanda dvojice (z,y) = (1,0), tj. K = {(1,0)}.
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e Je-lit = +1 nebo t = —1, je feSenim této rovnice libovolné realné y a dana soustava
mé tedy nekonecné mnoho feseni: pro ¢ = 1 jsou to vSechny usporadané dvojice
r=1—y,y e R tj. K = {(1 —y,y);y € R}, prot = —1 jsou feSenim vSechny
usporddané dvojice z =1+y,y € R, tj. K ={(14+y,y);y € R}.

Celkem lze vysledek shrnout v podobé tabulky:

t K(t) |
t=+11{(1-yy)yeR}
t=-11{1+yy)yecR}
t £ +1 {(1,0)} ®

P1i feseni soustav tii linearnich rovnic o tfech neznamych postupujeme analogicky jako
v pripadé soustav dvou rovnic o dvou neznamych, jednotlivé metody zde proto nebudeme
znovu popisovat, ale ukazeme si piimo jejich pouziti na konkrétnim piikladeé.

Priklad 2.38: ReSme v redlném oboru soustavu rovnic:

20 — y + 3z = 12
r — 2y — z =9
3T + 2z = 15.

Z prvni rovnice si muzeme napi. vyjadiit y = 2z 4+ 3z — 12. Po dosazeni do druhé a tieti
rovnice dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznadmych:

—-3r — 7z = -—15
3r + 2z = 15.

Odtud sec¢tenim obou rovnic plyne z = 0; z tfeti rovnice 3z +2-0 = 15 potom plyne x = 5.
Zpétnym dosazenim pak y = 2 -5+ 3 -0 — 12 = —2. Zjistili jsme, ze dand soustava ma
pravé jediné feseni — usporadanou trojici (z,y, z) = (5, —2,0),

K ={(5,-2,0)}. ®

Cvideni

CvicCeni 2.17: Najdéte v realném oboru vsechna Feseni soustav rovnic:

a) —2r + 4y = -2 b) 3z + 3y = -1 c) br — 2y = =5
3r — 6y = 3, dr + 2y = 0, 3r + y = 8§,
d 8 — 3y = 2 e) 3x — by = —14 f) dr — 3y = 6
9y — 24r = 5, v 4+ 4y = 1, 16z + 12y = —24.

Cviceni 2.18: Najdéte v readlném oboru vsechna Feseni soustav rovnic:

) 2 16 18 12
a :—7 —:—’
x—y 20 v+y y+2

b) 02(x-3) — 0,3(y+1) = —0,79
2.1z + 0,5(4—y) = 7,66,
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c) 4x—-3) — 21—-y) = -2 d V3z + 2y =5

6(2—2) + 4(y+3) = -8, r — y+v2 = V3,

e) 2r + 4y — 3z = 15 f) 20 — y — 4z = 5
r — y + 5z = 10 dr + y — 2z = 7
—r — 2y + 8z = 25, -2z + 4y + 10z = =8

Cviceni 2.19: Provedte diskusi FeSitelnosti nasledujicich soustav v redlném oboru vzhle-
dem k realnému parametru t:
a) 2x + ty = 3 b) « — ty = 8

tr — y = 35, 2 + y = 4

2.5.2 Dalsi priklady soustav dvou rovnic o dvou neznamych

Casto potfebujeme fesit soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych i v piipadé, kdy nejde
o rovnice linearni. Postup feSeni pak zavisi na skutecnosti, o jaky typ rovnic jde.

Na konkrétnich prikladech si predvedeme feseni soustavy linearni a kvadratické rovnice,
dvou kvadratickych rovnic, resp. dvou iracionalnich rovnic o dvou neznamych.

Priklad 2.39: ReSme v redlném oboru soustavu rovnic:

2 + y? = 10

r + y = -2
Resime-li soustavu linearni a kvadratické rovnice o dvou nezndmych, je vhodné jednu z ne-
znamych z rovnice linearni vyjadrit a dosadit do rovnice kvadratické. V nasem pripadé

z druhé rovnice dostdavame x = —2 — y, odkud po dosazeni do prvni rovnice ziskame
kvadratickou rovnici s neznamou y, kterou vyresime:

(—2-y)+y* = 10
4+4y+y*+y* = 10/—10
2% +4y—6 = 0/:2
v’ +2y—3 = 0.

Odtud y; = —3, yo = 1. Druhou neznamou pak jiz snadno dopocteme:

y1:—3 = ZL’1:—2—|—3:1
Yp=1 = 1y=-2-1=-3.

Regenim dané soustavy jsou uspofddané dvojice (71,y1) = (1,-3) a (z2,92) = (—3,1),
K ={(1,-3),(—3,1)}. Znazornéte si danou soustavu graficky! ©

Priklad 2.40: ReSme v redlném oboru soustavu rovnic:

22 + 22 = 17
202 — 4y = 30.
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Pro feSeni pouzijeme sc¢itaci metodu: vynasobime-li prvni rovnici dvéma, pak jejim pricte-
nim ke druhé rovnici dostaneme vztah 42 = 64, ktery plati pro x5 = +4. Dosazenim

hodnoty z; = 4 nebo x5 = —4 do prvni rovnice dostaneme vzdy stejnou rovnici
2 PRV 1
16 4+ 2y~ =17, ktera méa reseni Y12 = =E 3

Celkem ma tedy dana soustava ¢tyfi reseni,

EATH

Priklad 2.41: ReSme v realném oboru soustavu rovnic:
Vity — Jr—y = —2
ve+y + 2yx—y = 16.

Tuto soustavu prevedeme pomoci substituce u = \/x + vy, v = \/x — y na soustavu dvou
linedrnich rovnic:

u—v = —2
u+2v = 16,
kterou vytresime napi. dosazovaci metodou. Dosazenim u = —2-+wv z prvni rovnice do druhé

dostaneme (—2 + v) + 2v = 16, tedy v = 6, odkud zpétné plyne u = —2 4+ 6 = 4.
Nyni se vratime k nasi substituci:

VETT = 4

Vi—y = 6/?

a opét Tesime soustavu linearnich rovnic

r+y = 16

r—y = 36,
jejimz feSenim je dvojice z = 26, y = —10. Nutnou zkouskou se presvédéime, ze tato cisla
dané soustavé vyhovuji. ©

Cviceni
CvicCeni 2.20: Najdéte v redlném oboru vSechna Feseni soustav rovnic:

a) r—2y = 0 b) 3Vzr+ty—2y/x—y = 2

vy Aoty = 4 —VIFy+Vr—y = 2
c) (r—=32+(y+12)* = 100 d) 22+42-5 = 0
Sv—4y -7 = 0, r—3y+5 = 0,
e) 2+ 4202y = 3 f) (z—17)%+ (y—17)> = 289
2?2+ + 132 +9y+30 = 0, (z—52%+(y—5)? = 25
g) w4yt 2e-2y = 2 R Rt
(v =77 +y" =9, w(dr —24) +4y(y —2) = —12.
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Kapitola 3

Resenl nerovnic

Pfi feseni nerovnic postupujeme analogicky jako pri feseni rovnic. Je vSak tfeba zduraznit
skutecnost, ze nasobeni nerovnice zapornym ¢islem ,,obrati“ znameni nerovnosti!
Vzhledem k tomu, Zze mnozina feseni nerovnice byva velmi ¢asto nekonec¢né, byva provedeni
zkousky obtizné. Je proto nutné peclivé dbat na podminky, za kterych ma dana nerovnice
smysl a jeji tpravy jsou ekvivalentni.

3.1 Linearni nerovnice a jejich soustavy

Piiklad 3.1: Re$me nerovnici 3(z —1)+3(3—2) —3(x —2) > 1 +38
a) v oboru realnych ¢isel,
b) v oboru pfirozenych ¢isel.

Postupnymi ekvivalentnimi tpravami dostaneme:

3r—3+9—-3r—3z+6 > x+8
—3r+12 > x+8
—dx > —4/:(-4)
r < 1.

a) Mnozinou vsSech feSeni v oboru redlnych ¢isel je interval K = (—oo; 1).
b) Danou nerovnici spliiuje jediné ptirozené ¢islo: K = {1}. ©

Piiklad 3.2: Re$me v realném oboru nerovnici (z — 8)? — 3(x —4) > (z — 4)(x + 1).

Pomoci ekvivalentnich tiprav dostaneme:

? — 160 +64 -3z +12 > 2* +x—4r—4 )/ —2?
—192+76 > —-3x—4/+3x—76
~16x > —80/:(—16)
r < b.
Mnozina kofenu K = (—o0;5). ©
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P1i feseni soustavy linearnich nerovnic postupujeme zpravidla tak, ze vyfesime kazdou
nerovnici zvlast a mnozinu feSeni dané soustavy urc¢ime jako prunik vsech mnozin feSeni
jednotlivych nerovnic.

Priklad 3.3: ReSme v redlném oboru soustavu nerovnic: 3x —5 >
<

0
2¢+1 0.

Prvni nerovnice je splnéna pro x > %, druha plati pro x < —%. Zadné realné cislo x, které

N[
wlot

Obrézek 3.1: Tlustrace k Pfikladu 3.3.

by spliiovalo obé tyto podminky (viz Obr. 3.1), vSak neexistuje — dand soustava nerovnic
nemé zadné feseni, K = (). ©

Piiklad 3.4: ReSme v redlném oboru soustavu nerovnic —1 < 2 — 4z < 1.
Danou soustavu spliuji vSechny hodnoty x, pro které plati
—1<2—4x a soucasné 2—4x <1,

tedy ty hodnoty z, pro které plati % > x azaroven x > i. Mnozina vSech Teseni dané

»M»—fii
| It
8

Obréazek 3.2: Ilustrace k Prikladu 3.4.

soustavy (viz Obr. 3.2) je prinikem intervala (—oo;3) a (3;00), tedy K = (3;2). ©

Cvideni

Cviceni 3.1: Najdéte vSechna realna feseni nerovnic (a mnozinu feSeni znézornéte na
Ciselné ose):

a) 3(x—4)—4r <2(1—1x)+uz, b) 4(1—-2z)+8x <1,

c) 7(3—2x)>x—38, d) 4—-3z<2(z-5),

e) 3(2—1x) > 3(z—2), f) 0,2(4x —3,1) <0,3(2 -0, 1z),
g) 1—4x > 5+ 3z, h) 8 — 6z <4+ 4x.
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CvicCeni 3.2: Najdéte vSechna realné feseni nerovnic:
3—A4x r—1 r—5 3—x 2x-—1

20 — —— — —2 b

a) T2 - 5> 1 —2, ) T TG 3 <0,

¢) (1—12+@20+5?2<8+5(x—4)?2, d) 7rx+4§g(1—1:)+27r,

e) V7(r—1)—+v2(1+x)<ux, f) Z(a:—Q)Z(?:—x)g.

CvicCeni 3.3: Najdéte vSechna realna feseni soustav nerovnic:

a) —-1<3-z<1, b) -5 <2r-7 <7, c) 0<9—-bhxr<l,

d) 3(z+1) < 3—z e Zz—-1)>mx—%2>0, f) 0,4x—-4) < 0,3z
L > 1y 1—-2x < 5.

3.2 Nerovnice s absolutni hodnotou

P1i feSeni nerovnic s absolutni hodnotou postupujeme analogicky jako v ptipadé takovych
rovnic. Postupy si ukdzeme na konkrétnich ptikladech.

Piiklad 3.5: Re$me v realném oboru nerovnici |z — 7| < 4.

Danou nerovnici s absolutni hodnotou muzeme zapsat rovnéz v podobé soustavy dvou
linearnich nerovnic —4 <z — 7 < 4, které vyhovuji vSechna x, pro kterd 3 < z < 11, tj.
K = (3;11).

Poznamenejme, Ze na tuto tlohu muzeme nahlizet geometricky. Absolutni hodnota rozdilu
dvou ¢isel je totiz rovna vzdalenosti jejich obrazu na ¢iselné ose. Nerovnici |z — 7| < 4
vyhovuji vSechna cisla x, jejichz obrazy na c¢iselné ose maji vzdalenost od obrazu cisla 7
na ¢iselné ose mensi nebo rovnu 4, tj. ¢isla z intervalu (3; 11). Znazornéte mnozinu kofenu
na Ciselné ose! ©

Pfiklad 3.6: Resme v realném oboru nerovnici |2z — 3| > 4.

a) Vydélime-li danou nerovnici dvéma, dostaneme nerovnici ‘x — %| > 2, kterou opét

muzeme fesit geometricky (viz Obr. 3.3). Jejim FeSenim jsou vSechna ¢isla z, jejichz ob-
razy na ¢iselné ose maji vzdalenost od obrazu é&isla 2 vétsi nez 2, tj. ¢isla z mnoziny

(—o00; —1) U (1; 00). i

| A
| &

I

I

rol~F
2y

Obrazek 3.3: Iustrace k piikladu 3.6a).

b) Rovnici vyfesime i jingm zpusobem. Provedeme diskusi ruznych moznosti znamének
vyrazu v absolutni hodnoté a vyfesime vzniklé nerovnice bez absolutni hodnoty.
Pro z € (—o0;3) plati [22 — 3] = —(22 — 3) = 3 — 2z; v tomto pripadé tedy Fesime
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Obrazek 3.4: Ilustrace k ptikladu 3.6b).

nerovnici 3 — 2x > 4, odkud dostavame = < —%.

Pro z € (3;00) je |22 — 3| = 22 — 3 a my FeSime nerovnici 22 — 3 > 4, jiz vyhovuji hodnoty
x> 7. Celkem dostdvame (viz Obr. 3.4) mnozinu kofentt K = (—o0; —1) U (%; 00). ©
Priklad 3.7: Resme graficky v redlném oboru nerovnici |z| < z + 1.

Sestrojime grafy funkci f(z) = |7| a g(z) = 2+ 1. ReSenim dané nerovnice jsou ty hodnoty
x, pro které plati, ze f(z) < g(x), tj. ty hodnoty x, pro které ptislusny bod grafu funkce f
je totozny s bodem grafu funkce g nebo bod grafu funkce f lezi pod bodem grafu funkce

g se stejnou z-ovou soufadnici (viz Obr. 3.5). Plati tedy K = (—1;00).

y I
Jy=lxl |

g:y=x+1

Obrézek 3.5: Obrazek k Priikladu 3.7.

Priklad 3.8: ReSme v realném oboru nerovnici |z| + |2 —z| — |z + 1| < 2.

Resime metodou nulovych bod, které jsou v tomto pifpadé t¥i (0, 2 a —1):

lz| [ 12—2| | |z +1] | |z|+]2—2]—|z+1] <2
r€(—o0;—=1) | -z | 2—2|—2—-1] —z4+2—o+2+1<2
z € (—1;0) —x| 2—z| x4+1 —zx+4+2—zx—2x-1<2
z € (0;2) r| 2—xz| 41| z+2—a0—-—cx-1<2
x € (2;00) x| z—2| a+1| z+2x—-2—2-1<2

Pro x < —1 feSime linearni nerovnici —x +2 —z + 2+ 1 < 2, tedy —z + 1 < 0, které
vyhovuji > 1. Protoze (—oo; —1) N (1;00) = ), v daném intervalu nedostavame zadné
feseni, K; = 0.
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Pro z € (—1;0) feSime nerovnici —z +2 —x —x — 1 < 2, ktera plati pro = > —%. Protoze
(=1;0) N (—3%;00) = (—3;0), dostavame ¢dst mnoziny Feseni Ky = (—3;0).

V pfipadé z € (0;2) ma dand nerovnice podobu x +2—z—x—1 < 2; odtud plyne z > —1.
Plati (0;2) N (—1;00) = (0;2), tedy K3 = (0;2).

Koneéné pro x € (2;00) Fesime linedrni nerovnici z +x — 2 — 2 — 1 < 2, kterd je splnéna
pro z < 5. Protoze (2;00) N (—o00;5) = (2;5), je Ky = (2;5). Celkem dostavame zaveér
K =K UKy UK3UK,; =(—3;5). ©

Priklad 3.9: ReSme soustavu nerovnic:

a) |zr—3] < 2 b) 0<|z+9<0,1.
11—z > 1,

a) Prvni nerovnici vyhovuji € (1;5), druha nerovnice plati pro z € (—o0;0) U (2; 00).
Mnozina fesSeni dané soustavy je prunikem téchto mnozin (viz Obr. 3.6), tedy K = (2;5).

Obrazek 3.6: Ilustrace k Ptikladu 3.9a).

b) Podmince 0 < |z + 9| vyhovuji vSechna realna ¢isla s vyjimkou —9. Druhé nerovnici
|z +9| < 0,1 vyhovuji vSechna x € (—9,1; —8,9). Obé podminky souc¢asné budou splnény
pro K = (—9,1;-9) U (—=9; —8,9). Znézornéte mnozinu kofenu na ¢iselné ose! ©
Cviceni

CvicCeni 3.4: Najdéte vSechna realné feseni nerovnic:

a) |[r—xz|>7% b) 0 < |4 — 3z, c) 0>|z—2|,
d) [3z—-1]>1, e) |r—8|>2 f) |z +3| < -6,
g) |r—2| >3- 2z, h) |6 +2z| <1, i) 2—|z|> 1

CvicCeni 3.5: Najdéte vSechna realna feseni soustav nerovnic:

a) 0<|z—2|<3, b) 0<[3—2z] <1, c) I<|z—4|<2
d 0<2—-Jz+1| <1, e) |2—z < 3 £) Jz—4] > 2
lz+1] > 1, 5 > [3—x

3.3 Nerovnice souc¢inového a podilového typu

O nerovnicich v sou¢inovém, resp. podilovém tvaru hovorime v pfipadech, kdy rozhodujeme
o tom, zda soucin, resp. podil dvou a vice vyrazu je kladny (nulovy, zaporny, nezaporny,
nekladny).

Vyuzivame znamych faktu, ze
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e soucin (resp. podil) dvou vyrazu je kladny pravé tehdy, jsou-li oba vyrazy soucasné
kladné nebo oba vyrazy soucasné zaporné;

e soucin (resp. podil) vice vyrazu je zaporny pravé tehdy, je-li lichy pocet ¢initelu
zaporny.

Ukéazeme si dvé zakladni metody feSeni:
e rozbor moznosti (viz Piiklad 3.10),
e metodu nulovych bodu (viz Piiklady 3.11, 3.12).

Vyuziti druhé metody je velmi vyhodné predevsim pii feSeni tloh, kdy nerovnice obsahuje
souc¢in nebo podil vice nez dvou vyrazu; v takovych tlohach totiz byva vySetfovani roz-
borem vsech moznosti znacné komplikované. Rozmyslete si napt. vSechny moznosti, kdy
muze byt soucin tii vyrazi nezaporny!

Priklad 3.10: Resme v redlném oboru nerovnici (2 — z)(2x + 1) < 0.

Nerovnici vyresime rozborem moznosti. Hledame ty hodnoty x, pro které plati

2—2>0A24+1<0] VvV [2—=2<0A2z4+12>0]

Prvni dvé podminky lze upravit do podoby z < 2 a soucasné r < —%, coz plati pro

x e, = (—oo;—%). Podobné zbylé dvé podminky = > 2 a zaroven z > —% plati pro
x € Iy = (2;00). Mnozinu vsech fegeni dostaneme jako sjednoceni intervalti I; a 5. Resenim
1

dané nerovnice je mnozina K = (—o0; —3) U (2;00). ©

Priklad 3.11: Resme v redlném oboru nerovnici (4 — 2z)(x + 5) > 0.

Tentokrat si predvedeme feseni metodou nulovych bodu. Vyrazy v zavorkach jsou rovny

nule pro z = 2 a x = —5. Tyto nulové body rozdéli redlnou osu na tii intervaly, pro které
plati
(—00;=5) | =5 | (=5;2) | 2 | (2500)
4 —2x + + + 0 —
T+ — 0 + + +
(4 —2x)(x +5) — 0 + 0 —
Danou nerovnici spliuji vSechna x € (—5;2), K = (—5;2) ©
e S o ..ox—2
Priklad 3.12: ReSme v realném oboru nerovnici >0
nx

7 definiéniho oboru logaritmické funkce je zfejmé, Ze nerovnice méa smysl jen pro x > 0,
x # 1 (potiebujeme, aby Inx # 0). Nulové body vyrazu v ¢itateli a jmenovateli jsou z; = 2
a x9 = 1. Interval (0; 00) rozdéli nulové body na tii intervaly, pro které plati
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0:1) [ (1:2)] 2 [ (200)
T —2 — — 0 +
Inx - + |+ | +
12 + - 0] +

Z posledniho tadku tabulky je zfejmé, Ze nerovnice je splnéna pro K = (0;1) U (2; 00). ©

Piiklad 3.13: ReSme v redlném oboru nerovnici g; 3 > —
x
a) Provadénim ekvivalentnich aprav (pro z # —3) dostaneme
x—3
> -1 1
34+x /+
T30 > 0
3+
r—3+x+3 > 0
3+
2x
> 0.
34+x

Nulovy bod citatele je z = 0, nulovy bod jmenovatele je x = —3. Plati tedy

(—00;=3) | (=3;0) | (0;00)
2z — — +
r+3 - + +
2 + — +

To, zda nulové body vyhovuji dané nerovnici, snadno zjistime i bez tabulky, a proto ji
tentokrat uvadime méné podrobnou nez u pfedchozich tloh. Takto zkracenou podobu
tabulky lze pouzit i v ostatnich ptikladech. Z posledniho tadku tabulky je patrné, ze
K = (—00; —3) U (0; 00).

b) Nyni si ukdzeme jiny postup. Nerovnice mé smysl pro z # —3. Za tohoto predpokladu
ji muZzeme vynasobit vyrazem (3 + x); musime vSak rozlisit pripady, kdy je tento vyraz
kladny (zaporny):

e Pro v < —3 plati 3 + x < 0, pfi nasobeni timto vyrazem proto musime zménit
znaménko nerovnosti na opacné:

r—3
> 1.
3+ /- 3+)
r—3 < —(34x)/+3,/:2
z < 0

Z ¢isel * < —3 jsou TeSenim nerovnice ta cisla, pro ktera plati =z < 0, tedy
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e Pro x > —3 nésobeni kladnym vyrazem (3 + z) se znaménko nerovnosti neméni:

r—3
> -1/
34+x /- 3+)
r—3 > —(B+x)/+3,/:2
z > 0

Z ¢&isel © > —3 Tesi danou nerovnici vSechna x > 0, takze Ky = (0;00).
Celkem dostavame K = K; U Ky = (—o0; —3) U (0; 00). Porovnejte si sami naro¢nost obou
pouzitych metod. ©
x

Priklad 3.14: ReSme v realném oboru nerovnici ——————— < 0.
22 -3z —4

Nerovnice méa smysl pro 2> — 3z — 4 # 0. Resenim kvadratické rovnice 2% — 3z — 4 = 0
snadno zjistime, Ze tato podminka je ekvivalentni podminkam = # 4 a x # —1. Kvadraticky
trojc¢len ve jmenovateli lze déle rozlozit na soucin kofenovych ¢initelu:

2 —3r+4=(z—4)(v+1).

Danou nerovnici lze tedy zapsat ve tvaru
x
(x —4)(x+1)
Nulové body citatele a jmenovatele jsou ¢isla 0, 4, —1. Ta rozdéli redlnou osu na Ctyfti
intervaly, na nichz budeme vysetfovat znaménko jednotlivych cinitelu:

<0.

T
r|r+1l|z—4
(x—4)(x+1)
r€(—o0;—1) || — | - — —
z e (—1;0) - + — +
x € (0;4) + | + — —
x € (4;00) + 1 + + +
V dislech 0, 4, —1 je vyraz bud roven 0, nebo neméa smysl. Z tabulky je zfejmé, ze studovany
vyraz je zaporny pro z € (—oo; —1) U (0;4), tj. K = (—o0; —1) U (0;4). ©
Cviceni

CvicCeni 3.6: Najdéte vSechna realna feseni nerovnic:

a) z(z—1) >0, b) z(x—1)(z—2) >0,
¢) 2l —1)(&—2)(z+1) <0, d) ifgzo,

x r—1
e ) i22h
g) 3f_+23§—3, h) (22 —8)(1+a?) <0,
i) (2?2 —3z+2)(1—2% >0, j) mzo.
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CvicCeni 3.7: Najdéte vSechna realné feseni nerovnic:

a) z3lnz >0, b) (z+1)|z] <0, c) (z+1)vx—1>0,
) V& + 2
d) (z*+2)lnx <0, e) (x+2)log(3—2z)>0, f) p—— <0

CvicCeni 3.8: Najdéte vSechna realna feseni soustav nerovnic:

x_1<2
5 S

I

1
—1<1<1 b) 0< - <1 0<
a) -z ) x—1—"" ©) T —

[\

1 —
d) 1< x1<3, e) —6<-3<3 £) 1< " <o
xXr

€xr —

3.4 Kvadratické nerovnice a jejich soustavy

Priklad 3.15: Re$me v redlném oboru nerovnici —az2 — z + 12 < 0.

Danou nerovnici vyfesime ¢tyfmi riznymi zpusoby:
a) doplnénim na ¢étverec (pfevedenim na tplnou druhou mocninu, viz prvni kapitola):

1\? 1
- - 412 <
(x+2) —|—4+ < 0

_<:p—|—%)2 < _44—9 (—1)
(x—l—%)Q > %/f
1’ N g

l’+§

Resenim ziskané nerovnice s absolutni hodnotou jsou vsSechna c¢isla z, jejichz obraz na
realné ose je od obrazu d¢isla —% vzdélen alespon o %, tedy K = (—o0; —4) U (3;00), viz
Obr. 3.7.

7

2
—_—A—
L 2 >
3 ¢

7

2
——
L g
—4

N[

Obrazek 3.7: Ilustrace k prikladu 3.15.

b) pfevedenim na nerovnici v sou¢inovém tvaru a naslednou diskusi moznosti:
kvadratickd rovnice —z% — z 4+ 12 = 0 ma dva realné kofeny z; = —4 a x5 = 3, miZeme ji
proto psét ve tvaru sou¢inu kotfenovych ¢initelu —(x + 4)(z — 3) = 0; danou nerovnici lze
prepsat do podoby

0/:(=1)
0.
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Soucin dvou vyrazu je nezaporny, jsou-li oba vyrazy téhoz znaménka. Dostavame tak sou-
stavu podminek:

[t4+4>0Ax—32>0] v [t4+4<0Az—3<0

Prvni dvé podminky lze prepsat do podoby z > —4 a soucasné x > 3, coz plati pro
x € I} = (3;00). Podobné zbylé dvé podminky z < —4 a zaroven x < 3 plati pro
x € Iy = (—o00;—4). Mnozinu vSech feSeni dostaneme jako sjednoceni intervalu I a Is.
Celkem plati: K = (—oo; —4) U (3; 00).

c) prfevedenim na nerovnici v soucinovém tvaru feSenou metodou nulovych
bodi:

podle predchozich tvah lze psat danou nerovnici v souc¢inovém tvaru (z +4)(z —3) > 0.
Nulovymi body vyrazu v zavorkach jsou x; = —4 a x5 = 3. Na dil¢ich intervalech, na které
tyto nulové body rozdéli redlnou osu, uréime znaménka vyrazi (z+4) a (x —3) a znaménko
jejich soucinu:

(—oo;—4) | =4 | (=43) | 3 | (3;00)
r+4 — 0 + + +
x—3 — — — 0 +
(x+4)(x —3) + 0 - 0 +

Resenim je sjednoceni intervali, ve kterych je sou¢in nezaporny, véetné bodi, pro které je
roven nule: K = (—o0; —4) U (3; 00).

d) graficky:
grafem kvadratické funkce f(z) = —2? —x + 12 = — (x + %)2 + % je parabola s vrcho-
lem v bodée V = (—%, 4749) a osou rovnobéznou s osou y (viz Obr. 3.8). Z predchoziho

y

¥

|

|

|

|

|

|

|

|

)C]:—4 0 )C2:3 .
y=—x’—x+12
Obréazek 3.8: Grafické feSeni nerovnice —z? — z + 12 < 0.

postupu vime, Ze protina osu x v bodech z; = —4 a x5 = 3. ReSenim dané nerovnice jsou
ty hodnoty x, které odpovidaji zapornym nebo nulovym funkénim hodnotam funkce f, tj.
K = (—o00;—4) U (3;00). Z Obrazku 3.8 je zfejmé, Ze tato situace nastavd pro

x € (—o0;—4) U (3;00).

Dalsi moznosti je feseni dané nerovnice v upravené podobé —z + 12 < 2. Hleddme, pro
které hodnoty x lezi prislusny bod primky y = —x+ 12 pod odpovidajicim bodem paraboly
y = 2% nebo kdy oba body splyvaji v jeden, viz Obr. 3.9. ©

64



y
y=—x+12 y=x*

¢ ——— ==

)C]:—4 0 )C2:3

Obrazek 3.9: Grafické feseni nerovnice —z + 12 < 2.

Cvideni

CvicCeni 3.9: Najdéte vSechna realné feseni nerovnic:

a) 22 —z—12>0, b) —z*+ 3z <0, c) z*—8x—9<0,
d) 3z —10z+3 >0, e) (x—3)(z+2)>6, f) —2?—Tr > 12,
g) —1P—1r-9<0, h) 22 +4r+4>0, i) Z2+z2+2<0,
j) *+2x+4>0, k) —a?—2x>1, 1) —22—2x>1.

Cviceni 3.10: Najdéte vSechna realné Feseni soustav nerovnic:

a) 0<1—a?<3, b) —1<uz(z—-2) <1, c) 0<z>—2r—15<9,
d) 2242z > 0 e) 2—-16 < 0 f) 22+2rx—48 > 0
9—-22 > 0, 1—22 > 0, 22 —-81 < 0.

3.5 Dalsi typy nerovnic

Reseni dalgich typi nerovnic si ukdZeme jen na konkrétnich piikladech.

3.5.1 Nerovnice s neznamou pod odmocninou

P#iklad 3.16: Re$me nerovnici: a2 — 62 + 8 < 2v/30.

Dand nerovnice mé smysl, pokud plati podminka x?—62+8 > 0. Tato kvadraticka nerovnice
je splnéna pro x € (—o0;2) U (4;00). Ovéite podrobnéji sami! Déle obé strany nerovnice
umocnime na druhou (coz je v tomto piipadé ekvivalentni tprava) a Fesime pfislusnou
kvadratickou nerovnici, kterou po této ipravé ziskame:

22— 6z +8
%2 — 6z — 112

120 / — 120

<
< 0
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Pro jeji diskriminant plati D =36 —4 -1 (—112) = 484, 1/484 = 22; rovnice ma kofeny
62 / n=1Ul
=Ty =
\ Ty = —8.
Nerovnici, kterou fesime, proto muzeme psat v soucinovém tvaru
(x —14)(z+8) <0,
odkud plynou moznosti

[t —14 <0 A z+8>0 Y [t—14>0 A z+8<0].

Prvni dvé podminky =z < 14 a soucasné x > —8 plati pro = € (—8;14). Zbylym dvéma
podminkdm z > 14 a soucasné r < —8 nevyhovuji zadna realna c¢isla. Nyni ovSsem musime

- -8 2 4 14 o0

4 * o 2

Obrazek 3.10: Ilustrace k Prikladu 3.16.

ptihlédnout k tomu, Ze nerovnice ma smysl jen pro z € (—o0;2) U (4;00), takze celkové
plati (viz Obr. 3.10)

K = (=8;14) N [(—00;2) U (4;00)] = (—=8;2) U (4; 14).
Zkousku uskute¢nit nemuzeme pro nekone¢né mnoho korenu, ale vyuzijeme toho, Ze vsechny
upravy nerovnice byly ekvivalentni a nalezena x vyhovuji podminkam, za kterych ma za-
dana nerovnice smysl. ©

3.5.2 Jednoduché exponencialni nerovnice

Pti feSeni exponencialnich nerovnic vyuzivame téchto vlastnosti exponencialni funkce:

a*>a’,a>1 = x>y (3.1)
a*>a’, 0<a<l = x<y (3.2)

. 1\*
Priklad 3.17: ReSme v redlném oboru nerovnici <§) > g

lo

Ve v 3 (1 g1
Vyuzijeme toho, ze ¢ = (5) 2
x

66



3.5.3 Jednoduché logaritmické nerovnice

Pii feSeni logaritmickych nerovnic vyuzivame téchto vlastnosti logaritmické funkce:

log,z >1log,y, a>1 = x>y (3.3)
log,z >log,y, 0<a<l = x<y (3.4)

Priklad 3.18: Resme v redlném oboru nerovnici log(x — 1) < 0.

Dané nerovnice mé smysl pro x — 1 > 0, tedy « > 1. Za tohoto predpokladu nerovnici
vyTesime:
log(z —1) <0 < log(z — 1) <log 1.

Odtud podle (3.3) plyne nerovnice x — 1 < 1, a tedy < 2. Obé podminky =z > 1 a z <2
spliiuji vSechna x € (1;2). ©

Piiklad 3.19: Resme v redlném oboru nerovnici log 1 (x+2)>0.
Nerovnice mé smysl za podminky = + 2 > 0, tj. z > —2. Pro z € (—2; 00) plati:
logi(z+2) >0 < logy(z+2) > logy 1.

Podle (3.4) ndm posledni nerovnice dava podminku x + 2 < 1, a tedy z < —1. MnoZina
v8ech feseni K = (—oo; —1) N (—2;00) = (—2; —1). ©

3.5.4 Jednoduché goniometrické nerovnice

_ 2
Priklad 3.20: ReSme v redlném oboru nerovnici sinx > %

Tuto nerovnici vyfesime graficky. Vime, ze pfislusna rovnice sinx = > ma v intervalu

=sinx
y: £ 1+~ y
2

|
ENSENT 2
N

|
ENVY 2
=1
ENEN 3

Obrazek 3.11: Obrazek k Piikladu 3.20.
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m 31 , o e
7 3% = Z Obréazku 3.11 je dale zfejmé, ze vsechna feSeni
dané nerovnice jsou prvky mnoziny

K= <z+2k7r;3—ﬂ+2k7r>.
rez \ 4 4

(0;27) dvé FeSeni x; =

Cviceni

Cviceni 3.11: Najdéte vSechna realna feseni nerovnic:

a) V4—x<5, b) 0< V22 -9, c) Vr—1T72>3,

d) Vr+i<z2, e) Vr—3<+\i—uz, f) Va2+1> Va2 -2z +1,
g) Vi —4> 5 -2, h) Vaz—4 <z —2.

CvicCeni 3.12: Najdéte vSechna realné feseni nerovnic:

1 1 z+1 1 2x—5 1 z—3
2074 < b) (3 > 3° - -
a) 2i< ) ) (3) = 9 (3) <(3)
d) e >0, e) —e" >0, f) (e—1)*?%<0,
g) 3" <4, h) (1) " <4, i) 771>5.

CvicCeni 3.13: Najdéte vSechna realné feseni nerovnic:

a) log(x —2) > 3, b) In(2z+1) <1, c) logi(z+7) > log1(2z — 3),
1
d) logs(1—=x) >0, e) D) > 1, f) log(x —2) —log(x — 1) > 1.
CvicCeni 3.14: Najdéte vSechna realné Feseni nerovnic:
a) coszx < %, b) 2cosz > 2, c) cos2z <1,
cotgx

d) tgz<1 t <1 f

) tga<l &) gl <1, ) e =0,
g) l+tgx >0, h) sin2z <0, i) sinz < —?.
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Kapitola 4

Analyticka geometrie v roviné

Analytickd geometrie ndAm umoziuje algebraickymi prostfedky (napf. FeSenim rovnic ¢i
nerovnic) vySetfovat a nalézat geometrické objekty pozadovanych vlastnosti (nap¥. pfimky,
kruznice, jejich pruseciky apod.) Abychom to mohli ¢init, je nejprve tfeba bodim v roviné
pritadit jejich soutadnice.

4.1 Kartézské souradnice v roviné

Kartézské soufadnice nebo krétce jen soufadnice (jinymi souradnicemi se v téchto skriptech
nebudeme zabyvat), zavadime v roviné tak, Ze zvolime dvé na sebe kolmé pfimky. Obvykle
volime jednu vodorovnou a nazyvame ji osou x a druhou k ni kolmou nazyvame osou .
Prisecik téchto pfimek nazyvame pocatkem a znac¢ime P. Déle je tfeba zvolit métitko, tj.
stanovit, co je usecka délky 1. Pak lze osy x a y povazovat za ¢iselné osy, kdy pocatek
predstavuje na obou osach ¢islo 0 a kladna ¢isla jsou na ose x vpravo od pocatku a kladna
¢isla na ose y jsou nad pocatkem. Nékdy je pro lepsi znazornéni vhodné volit na ose x jiné
méfitko nez na ose y.

Kazdému bodu A roviny pak pfifadime uspordadanou dvojici ¢isel, jeho soufadnice,
nasledovné: Vezmeme kolmy prumét bodu A na osu z a jeho ¢iselnou hodnotu, napt. x,
nazveme x-ovou souradnici bodu A. Podobné ¢iselnou hodnotu kolmého prumétu bodu A
na osu y, napr. 3, nazveme y-ovou souradnici bodu A. PiSeme pak A = (z,yo) a dvojici
(0, Yo) nazyvame souradnicemi bodu A, viz Obr. 4.1. Zfejmé pocatek P méa soutradnice

' A= ( )
= X0,
L e —— ‘ 0> Yo
|
|
I
|
:
: X
P X0

Obrazek 4.1: Kartézské souradnice bodu.
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(0,0), body osy = soufadnice tvaru (x,0) a body osy y soufadnice tvaru (0,y). Naopak
kazdé usporadané dvojici ¢isel (g, 1yo) odpovida pravé jeden bod A roviny (ve které jsou
zavedeny souradnice) takovy, ze A = (g, yo).

Priklad 4.1: Na Obr. 4.2 jsou nakresleny body o soufadnicich A = (2,3), B=(—1,2) a
C =(0,-2). ©

NP *A=(2, 3)

|

|

|

|

|

|

|

L 1

1 0 2

23 C = (0,-2)

Obrazek 4.2: Kartézské souradnice bodu A, B, C' z Prikladu 4.1.

Priklad 4.2: Na Obr. 4.3 jsou vyznaceny body, jejichZ soutadnice x,y splnuji podminky
r>lal<y<3. @

Obrazek 4.3: Body z Piikladu 4.2.

V dalsi c¢asti této kapitoly budeme predpokladat, ze v roviné mame zavedeny kartézské
soutfadnice.

4.1.1 Vzdalenost bodu v roviné

Jsou-li dany dva body A = (xg,v0) a B = (z1,41), pak jejich vzdalenost d(A, B), tj. délku
usecky AB, muzeme vypocitat ze vztahu

d(A, B) = \/(1'1 — $0)2 I (y1 — y0)2 y (4.1)

jak plyne okamzité z Pythagorovy véty, viz Obr. 4.4.
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Obrazek 4.4: Vzdalenost dvou bodi.

Priklad 4.3: Vypocétéme vzdéalenost bodu A = (2, —1) a B = (—1,3). S vyuzitim vztahu
(4.1) dostavame

d(A,B) = /(-1 =22+ (3+1)2 2 +42=25=5.

©
Cviceni

Cviceni 4.1: Urcete souradnice bodu B, ktery je soumérné sdruzeny s bodem A = (-3, 2)
podle:

a) osy z, b) osy v, c) podle pocatku.
CvicCeni 4.2: Urcete vzdalenost bodu A a B, kde:

a) A=(-1,-2), B=(-3,0), b) A=(2,-3), B=(2,1),

c) A=(0,3), B=(-4,0), d) A=(2,2), B=(-t,t).

Cviceni 4.3: Rozhodnéte, zda trojuihelnik ABC' je pravouhly, je-li:
a) A=(3.4), B=(-1,1), C=(0,5), b) A=(3,5), B=(L1), C=(-3,3)

4.2 Rovnice primky

4.2.1 Obecna rovnice primky

Obecné rovnice pfimky v roviné ma tvar
ar+by+c=0, (4.2)

kde a, b, ¢ jsou néjaka realna cisla takova, Ze alespon jedno z ¢isel a a b neni rovno 0. (To
Ize té% vyjadtit podminkou a? + b > 0.)

Priklad 4.4: Rovnice 2z — 3y + 1 = 0 je rovnici néjaké primky p a rovnice 3z —6 = 0 je
rovnici néjaké primky ¢. Na piimce p lezi pravé ty body, pro jejichz soutfadnice je splnéna
rovnost 2z — 3y + 1 = 0. Tedy napi. body (1,1), (—3,0), (4,3) a (0, ) leZi na pifmce p, ale
body (2,2),(—1,0), (1, —2) na ni nelezi. Podobné body (2, 0), (2, —3) a (2, 5) lezi na pfimce
q, ale body (0,0), (—2,2) na ni nelezi, viz Obr. 4.5. ©
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Obréazek 4.5: Pfimky z Ptikladu 4.4.

Obecné lze Tici, ze mé-li pfimka p rovnici ax+by+c = 0, pak na ni lezi pravé body X =
(z,y), jejichz soutadnice jsou feSenim dané rovnice. Samoziejmé, vynasobime-li rovnici
(4.2) n&jakym nenulovym ¢islem (ekvivalentni uprava), pak dostaneme rovnici téze piimky,
protoze fesenim ekvivalentni rovnice jsou souradnice stale stejnych bodu v roviné. Tedy
napt. 6x —9y+3 =0a —z + %y — % = 0 jsou rovnice primky p z Prikladu 4.4. Pfimka
q z predchoziho piikladu je popsana rovnici 3x — 6 = 0 nebo ekvivalentné rovnici x = 2,
lezi na ni tedy pravé ty body, jejichz z-ova soufadnice je rovna 2 a y-ova soutadnice je
libovolné realné cislo. Je to tedy primka rovnobézné s osou y. VSimnéme si, ze pro tuto
primku je koeficient b u proménné y roven 0. To plati obecné:

1. Pfimka s rovnici az + ¢ = 0, (tj. b = 0) je rovnobézna s osou y.
2. Pfimka s rovnici by + ¢ = 0, (tj. a = 0) je rovnobézna s osou .

3. Pfimka s rovnici az + by + ¢ = 0, kde a # 0 a b # 0, neni rovnobézna ani s osou x
ani s osou .

Ztejmé kazdé dva ruzné body v roviné urcuji pravé jednu primku, kterd jimi prochazi.
Zkusme najit rovnici této primky. Postup si ukazeme na nasledujicich prikladech.

Priklad 4.5: Urceme rovnici pfimky AB prochazejici body A = (3,—1) a B = (2,4).
Pokud bychom hledali rovnici dané pfimky v obecném tvaru az + by + ¢ = 0, pak jak
vime, nejsou koeficienty a, b, ¢ ur¢eny jednoznacné, coz muze ¢init potize. Proto je vyhodné
volit koeficient u proménné y rovny jedné a psat rovnici (4.2) ve tvaru y = kx + ¢, ktery
nazyvame smeérnicovy. (Vice se jim budeme zabyvat v nasledujicim odstavci.) To lze udélat
pouze v pripadé, Ze v rovnici (4.2) je koeficient b ruzny od 0, tedy v pfipadé, Ze pfimka
prochazejici body A a B neni rovnobézna s osou y. Na prvni pohled ale vidime, Ze primka
AB s osou y rovnobézna neni, protoze x-ové souradnice bodu A a B jsou ruzné. Muzeme
tedy jeji rovnici hledat ve smérnicovém tvaru y = kx + ¢q. Dosadime-li do této rovnice
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soufadnice bodu A a B, dostaneme dvé rovnice pro neznamé k a ¢, totiz rovnice
—1=3k+q a 4=2k+q.

Odtud dostavame k = —5 a ¢ = 14 a rovnice hledané primky je y = —5x+ 14. O spravnosti
vysledku se muzeme snadno pfesvédcit dosazenim soutadnic bodi A a B do nalezené
rovnice. Musime dostat platné rovnosti. ©

Priklad 4.6: Urceme rovnici pfimky AB prochazejici body A = (=3,1) a B = (=3, 7).
Ztejmé tato piimka je rovnobézna s osou y, tedy jeji rovnice bude x = —3. ©

Existuje i obecny vzorec pro rovnici ptimky prochéazejici ruznymi body A = (z1,11) a
B = (z2,y2). Rovnice takové pfimky m4 tvar
(@ —21)(y2 —y1) = (y —y1) (@2 — 1) .

Snadno se ukaze, ze soutradnice bodi A a B této rovnici vyhovuji a tato rovnice je rovnici
primky. Lze ji totiz upravit na tvar ax + by + ¢ = 0. Pfesto bude pro nas vyhodnéjsi hledat
rovnici prfimky ve smérnicovém tvaru. Jednak si nemusime pamatovat dalsi vzorec, jednak
smérnicovy tvar ma i jasny geometricky vyznam. To si ukdzeme v nasledujicim odstavci.

4.2.2 Smérnicovy tvar rovnice primky

Jak jsme si jiz Tekli, ma-li pfimka p rovnici

nazyvame tuto rovnici smérnicovym tvarem rovnice piimky p a ¢islo £ smérnici primky p.
Zduraznéme, Ze v tomto tvaru nelze zapsat rovnice primek rovnobéznych s osou .
Ukazme si geometricky vyznam cisel £ a q.

Pro smérnici k& primky p plati k£ = tga, kde « je thel, ktery svira primka p s kladnym
smeérem OSy .
Cislo ¢ je pak y-ové soufadnice priseciku piimky p s osou y, viz Obr. 4.6.

To nahlédneme nasledovné: Uvazujme nejprve k > 0. Zvolme dva ruzné body A = (zo, yo)

Y Y y=kx+q, k<0 Y y=q, k=0
q

P 4

Obrazek 4.6: Smérnice pfimky.

a B = (r1, 1), které lezi na pfimce p s rovnici y = kx + ¢.(Pfimka p neni rovnobézna s osou
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y, tedy xo # x1.) Pak yo = kxo + q a také y; = kx; + ¢. Odectenim téchto dvou rovnic do-

staneme y; — yo = k(z1 —x¢), a tedy k = BT elikos v pravouhlém trojihelniku ABC
Tr1 — Xo
je tangens uhlu « roven poméru velikosti protilehlé odvésny ku velikosti prilehlé odvésny,

dostavame

tga = L0 _ (4.4)
T — o

Cela situace je nakreslena na Obr. 4.7. Pro k < 0 lze postupovat obdobné.
Ziejmé dosazenim x = 0 do rovnice (4.3) dostaneme y = ¢, tedy bod (0,¢) je bodem
piimky p. Je to tedy jeji prusecik s osou y.

y

Vi

Yo

0 / X0 X7 *

d

Obrazek 4.7: Odvozeni vztahu (4.4).

V predchozim jsme vlastné ukézali nasledujici:

Prochézi-li piimka body A = (zo,y0) a B = (z1,%1), o # 1, je jeji smérnice k déna

vztahem _
= LY (4.5)

1 — X

Znaménko smérnice primky urcuje, zda je funkce y = kx + ¢ rostouci ¢i klesajici, tj.
zda se zvétsujicim se x se hodnoty y zvétsuji ¢i zmensuji. Plati:

o Jellik>0,je0<a<n/2a funkce y = kz + ¢ je rostouci.
e Je-li k<0,jen/2<a<mafunkce y = kx + ¢ je klesajici.

e Je-li k£ =0, je primka p rovnobézna s osou = a y = ¢ je konstantni funkce.

Uvazované moznosti jsou znazornény na Obr. 4.6.

Priklad 4.7: NapiSme rovnice piimek p; a py, které obé prochazeji bodem A = (1,2), a
primka p; svird s kladnym smérem osy x thel %71’ (tj. 135°) a primka po thel %71’ (tj. 60°),
viz Obr. 4.8.

Protoze tg 135° = —1, ma piimka p; smérnici k = —1 a jeji rovnice ma tvar y = —x + q.
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Dosazenim soutadnic bodu A do této rovnice dostavame ¢ = 3. Tedy y = —z + 3 je
rovnici ptimky p;. Podobné tg60° = /3, a tedy p, méa rovnici y = V3 + ¢q. Po dosazeni
soufadnic bodu A do této rovnice dostaneme ¢ = 2 — /3 a hledané rovnice pfimky p, je

y=+3z+2—-+3. ©

N

Obréazek 4.8: Primky k Prikladu 4.7.

Priklad 4.8: Urceme smérnice piimek na Obr. 4.9.

Ziejmé smérnice primek pq,po a ps jsou kladné a smeérnice pfimky py zaporna. K urceni
smérnic pouzijeme vztah (4.5). Protoze pfimka p; prochazi pocatkem a bodem (2,1), je
tangens uhlu, ktery svirda s kladnym smérem osy x, tj. jeji smérnice, % Podobné primka
po prochézi body (1,0) a (2,1), jeji smérnice je tedy 1. Dale ps prochazi body (1,0) a
(2,5), jeji smérnice je tedy 5. Kone¢né p, prochézi body (0,2) a (1,0), jeji smérnice je —2.
(Vsimnéme si, ze ¢im je absolutni hodnota smérnice vétsi, tim je pfimka ,strméjsi“.) ©

P2

P

Obréazek 4.9: Primky k Prikladu 4.8.

Ze smérnic dvou primek muzeme také snadno urcit jejich thel.
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Ma-li primka p; smérnici k£ a piimka p, smérnici ko, pak plati:
e Piimky p; a ps jsou kolmé prave tehdy, kdyz kiky = —1.

ky — ko
1+ kikso

e Nejsou-li primky p; a ps kolmé, pak sviraji ithel «, pro ktery plati tga = ‘

Tento vztah plyne snadno z geometrického vyznamu smérnice a ze vzorce pro tangens roz-
dilu dvou uhli, polozime-li k; = tg [ a ky = tgy. Je totiz

tg B —tgy
tga:tg(ﬁ—w:m-

Priklad 4.9: NapiSme rovnici piimky p;, kterd prochézi bodem A = (—3,3) a je kolm4
k pfimce ps prochazejici body B = (1,1) a C' = (4, 2).

Ze vztahu (4.5) dostavame, Ze pro smérnici ky piimky pe plati ke = E = % Pro smérnici
ky ptimky p; plati ky = —3, aby bylo splnéno k1ks = —1. Rovnice p; méa tvar y = —3x + ¢
a dosazenim soufadnic bodu A dostaneme ¢ = —6. Tedy y = —3x — 6, nebo po tpravé
3r +y + 6 =0, je hledana rovnice primky p;.

Dale spocitejme obsah S trojuhelniku ABC'. Ziejmé pata () vysky spusténé z vrcholu A
na stranu BC' je pruse¢ikem piimek pia ps. Rovnice pfimky py je y = %JJ + % Soutadnice
bodu ) jsou fesenim soustavy rovnic

1,2
—= —X —
y 373

y = —3x—6,

a tudiz je @ = (—2,0). Odtud ze vztahu (4.1) pro vzdéalenost dvou bodu v roviné okamzité
dostavame, ze délka strany BC' je v/10 a rovnéz délka vysky v, v AABC, tj. délka tsecky
AQ, je v/10. Odtud ze znamého vzorce pro obsah trojihelniku dostavame, ze S = 5. Celou
situaci si nakreslete! ©

4.2.3 Parametrické rovnice primky

Primka je urc¢ena dvéma svymi body, nebo jednim svym bodem a vektorem, ktery udava jeji
smér. Vektorem « (v roviné) rozumime usporadanou dvojici redlnych ¢isel, tj. © = (uq, us),
a znazornujeme jej jako orientovanou usecku, kterd vede z pocatku P = (0,0) do bodu
o soufadnicich (u1,us), nebo z néjakého bodu A = (¢, yo) do bodu B = (zg + u1, Yo + ua),
viz Obr. 4.10.

y B
YotUpyr=—=—=—=-=-=-=-~-~-=-====7=- i
€
[
Yoj— -~ -~~~ -~~~ [
A [
u2 777777 | |
- I | |
u [ [ [
[ [ [

! ! ! X
0 Uj X0 Xotu;

Obréazek 4.10: Znazornéni vektoru.
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Zvoleni bodu (zg, yo), ze kterého vektor « nakreslime, nazyvame umisténim vektoru . Bod
A = (zo,y0) pak nazyvame pocatetnim bodem vektoru @ a bod B = (z¢ + u,yo + uz)

—
koncovym bodem vektoru . Piseme téz © = AB.
Na Obréazku 4.11 jsou znazornéna ruzna umisténi vektoru @ = (=3, 1).

y
$\j\\
J

R

|l

-3 0

M
M

Obrazek 4.11: Rizna umisténi vektoru.

Vsimnéme si, ze dvojici redlnych ¢isel, napt. (—3, 1), muzeme geometricky interpretovat
dvéma zpusoby. Jednak jako bod C' o soufadnicich (—3, 1), jednak jako vektor @ = (-3, 1),
viz Obr. 4.11. Pfi umisténi « do poc¢atku koncovy bod vektoru @ a bod C' splyvaji.

Body piimky p, kterd prochazi bodem A = (ai,a2) a mé smér (presnéji méa smérovy
vektor) 4 = (uq,us), dostavame tak, ze do bodu A umistujeme ruzné nasobky vektoru .
Koncové body takto umisténych vektoru jsou pak body pfimky p, viz Obr. 4.12. (Prot € R

A-2u

Obrazek 4.12: Piimka urcena bodem a vektorem.
je tu = (tuy, tus). Geometricky to znamena, ze vektor  se |t|-krat prodlouzil a pro t < 0
jesté zmeénil orientaci.)
Formalné body X = (z,y) piimky p dostavame jako
X=A+tu, teR

coz rozepsano do soutadnic dava
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r = ap+tug
, teR. 4.6
Yy = ag+tusg (4.6)
Rovnice (4.6) nazyvame parametrickymi rovnicemi pfimky p prochézejici bodem A se smé-
rovym vektorem . Pro ruzné volby parametru ¢t € R pak dostavame soutradnice ruznych
bodu primky p.

Priklad 4.10: Napisme parametrické rovnice a smérnicovy tvar rovnice primky p pro-
chazejici bodem A = (4,—1) se smérovym vektorem @ = (—2,1). Parametrické rovnice
jsou

r = 4-2t

y o= —14t teR.
Pro hodnotu parametru t = 0 dostaneme bod A, pro t = 1 bod (2,0), pro t = 2 bod
(0,1), pro t = —2 bod (8, —3) atd. Z parametrickych rovnic pfimky p muzeme vyloucit
parametr ¢ a ziskat tak obecnou rovnici primky p. V nasem piikladé z rovnice z = 4 — 2t

x x

dostavame t = 2 — 5 a dosazenim za t do rovnice y = —1 4 ¢ dostaneme y = 3 + 1, coz

je smérnicovy tvar rovnice primky p. ©

Samoziejmé smérovy vektor @ = (uq, uz) piimky p je uréen az na nenulovy nasobek, tj.
je-li @ € R, o # 0, pak i vektor ai = (auy, qus) je smérovym vektorem piimky p. Jsou
-li zadané dva (ruzné) body A = (a1, as) a B = (b1, by) piimky p, pak za smérovy vektor
piimky p muZzeme volit vektor AB=B— A= (by — ay, by — as).

Priklad 4.11: NapiSme parametrické rovnice piimky p prochazejici body A = (—1,2) a
B =(3,-1).

—
Protoze smérovym vektorem piimky p je vektor AB = B — A = (4,—3), jsou hledané

rovnice napr.
r = —1+4t

Parametrické rovnice primky p prochéazejici dvéma body A a B lze tedy formalné zapsat
jako
X=A+t(B—A),teR,

kde X je libovolny bod piimky p. Omezime-li hodnoty parametru ¢, dostavame pouze body
néjaké ¢asti primky p. Napf. pro ¢t € (0, 1) dostavame (pii této parametrizaci) body tsecky

1
AB, pro t > 0 body polopiimky AB, pro hodnotu ¢t = 3 stfed usecky AB.
Cviceni

CvicCeni 4.4: Napiste obecnou rovnici primky p prochézejici body A a B, kde:

a) A=(2,-5), B =(4,10), b) A= (-3,2), B=(0,0),
c) A= (-4,-2), B=(0,3), d) A=(-51), B=(-5-5),
e) A=(4,1), B=(-3,1), £) A=(3,3), B=(-22).
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Cviceni 4.5: Ke kazdé piimce p z predchoziho cviceni napiste obecnou rovnici piimky g,
ktera je k pfimce p kolmé a prochazi bodem C' = (4, 1).

Cviceni 4.6: Urcete prusecik P piimek p; a py, jsou-li pfimky pi, pe zadany rovnicemi:
a) 2r—y=0,3y—x+1=0, b) 3xr—y+1=0, 2x+6y—1=0,

c) V3z4+y+1=0, =2, d) 3z+2y—4=0, y=—32+5.

CvicCeni 4.7: Urcete thel «, ktery sviraji pfimky p; a py z predchoziho cviceni.

Cviceni 4.8: Napiste parametrické rovnice usecky AB a urcete jeji stfed S pro body A
a B zadané ve Cviceni 4.4.

4.3 KuzZelosecky

Kuzelosecky (kruznice, elipsa, parabola a hyperbola) jsou rovinné kfivky. Lze je zavést
nékolika zpusoby. Jednou z moznosti je jako prunik kuzelové plochy s rovinou. Odtud také
nazev kuzelosecky. Konkrétné: Jsou-li v 3-rozmérném prostoru dany dvé ruznobézky p a o,
které sviraji tihel a € (0, 5) a protinaji se v bodé P, pak rotaci piimky p kolem piimky o
ziskame kuzelovou plochu. Jeji osou bude piimka o a vrcholem bod P. Uvazme déle rovinu
7, kterd neprochazi bodem P. Prunikem roviny 7 s kuzelovou plochou ziskame kuzelo-
secku. Na ahlu 8 € (0, ), ktery svird rovina 7 s piimkou o pak zévisi, jakou kuzelosecku

dostaneme:
e Je-li 3 = 7, je prunikem kruZnice.
e Je-li § € (a, ), je prunikem elipsa.
e Je-li § = qa, je prunikem parabola.
e Je-li 5 € (0,a), je prunikem hyperbola.

Cela situace je znazornéna na Obrazcich 4.13, 4.14, 4.15 a 4.16.

Obrazek 4.13: Kruznice. Obréazek 4.14: Elipsa.
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Obrazek 4.15: Parabola. Obrazek 4.16: Hyperbola.

Jiny zpusob zavedeni kuzelosecek je nasledujici:

e Kruznice je mnozina bodu v roviné, které maji od daného bodu S této roviny kon-
stantni vzdalenost r > 0. (Bod S se nazyva stied kruznice a ¢islo 7 jeji polomér.)

e Elipsa je mnozina bodu v roviné, které maji konstantni soucet vzdalenosti od dvou
ruznych bodu F; a F, této roviny, soucet vzdalenosti je vétsi nez vzdalenost bodu
Fi, F,. (Body Fj a F, se nazyvaji ohniska elipsy.)

e Je-li v roviné dana primka d a bod F', ktery na ni nelezi, pak parabola je mnozina
bodu této roviny, které maji od bodu F' stejnou vzdélenost jako od pfimky d. (Bod
F' se nazyvé ohniskem paraboly a pfimka d fidici pifimkou paraboly.)

e Hyperbola je mnozina bodu v roviné, které maji konstantni rozdil vzdalenosti od
dvou ruznych bodu F; a F, této roviny, rozdil vzdalenosti je mensi nez vzdalenost
bodu Fi, Fy. (Body F) a Fy se nazyvaji ohniska hyperboly.)

My se v dalsim omezime na popis kuzelosecek pomoci rovnic. V kartézské souradnicové
soustavé budeme uvazovat pouze kuzelosecky, které maji osu rovnobéznou s osou x nebo
osou y. Takové kuzelosecky lze popsat rovnici

A + By* +Cx+Dy+E =0, (4.7)

kde A, B, C, D, E jsou realné konstanty. Nauc¢ime se poznat, zda a jakou kuzelosecku rovnice
(4.7) predstavuje, a tuto kuzelosecku nakreslit. Uvedeme vzdy nejprve rovnici kuzelosecky,
kdy sttfed, resp. vrchol je umistén do pocatku. Tu také znazornime na obrazku. Nasledné
pak uvedeme rovnici, kdy kuzelosecka je posunuta tak, ze stfed, resp. vrchol je posunut do
bodu (xg, y0). Pii urcovani tohoto posunuti v konkrétnich piikladech obvykle vyuzivame
tzv. doplnéni na ¢tverec, se kterym jsme se setkali v prvni kapitole, viz vztah (1.1).

Kruznice se stfedem v pocatku a polomérem r > 0 je popsana rovnici

2 2 2
P4y =1,

viz Obr. 4.17.
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KruzZnice se stfedem S = (9, yo) a polomérem r > 0 je popsana rovnici

(w = 20)* + (y —y0)* =7r* .

$=(0,0)

Obrazek 4.17: Kruznice o poloméru r a se stfedem v pocatku.

Ziejmé, je-li rovnice (4.7) rovnici kruznice, je nutné A = B # 0.

Priiklad 4.12: Ukézeme, Ze rovnice
222 + 2> + 8y =0

je rovnici kruznice, a tuto kruznici nakreslime. Opravdu, po vydéleni dvéma a doplnéni na
Ctverec dostavame

2+ (y+2)72=4.

Dana rovnice je tedy rovnici kruznice o poloméru r = 2 a se stfedem v bodé S = (0, —2),
viz Obr. 4.18. V§imnéme si, ze dana kruznice prochéazi poc¢atkem. ©

Obrazek 4.18: Kruznice z Piikladu 4.12.

Ne vzdy, je-li A = B # 0, je rovnice (4.7) rovnici kruznice. Napt. rovnici 2% +3%+1 =0
nevyhovuji soufadnice Zddného bodu, rovnici 22 + y? = 0 pouze soufadnice pocatku.
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Elipsa se stredem v pocatku a poloosami a > 0, b > 0, a # b, je popsana rovnici

2?2 P
2 r- L

viz Obr. 4.19.
Elipsa se stfedem S = (9, y) a poloosami a > 0, b > 0, a # b, je popsana rovnici

)2 2

(z 2:50) Llmwr
a b?
y

Obrazek 4.19: Elipsa.

Ziejmé, je-li rovnice (4.7) rovnici elipsy, je nutné A, B # 0, A # B a ¢isla A a B maji
stejnd znaménka.

Priklad 4.13: Nakresleme kiivku popsanou rovnici

y=—V4—4x?.

Dany predpis ma ziejmé smysl pouze pro = € (—1,1). Navic je y < 0. Po umocnéni obou

stran rovnice a upraveé dostavame 2
2, Y
r+ =1,
4
coz je rovnice elipsy se stiedem v pocatku a poloosami a = 1 a b = 2. Dana ktivka je tedy
pouze ta cast elipsy, ktera lezi pod a na ose z, viz Obr. 4.20. ©
y
2.
/// \\\

-2

Obréazek 4.20: Cést elipsy z Piikladu 4.13.
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Parabola s vrcholem v poc¢atku a osou totoznou s osou y je popsana rovnici
_ 9
y=az",a#0,

viz Obr. 4.21.
Parabola s vrcholem V' = (g, o) a osou rovnobéZznou s osou y je popséana rovnici

y— 9o =a(z —z0)? ,a £ 0.

Podobné:

Parabola s vrcholem v pocatku a osou totoznou s osou = je popsana rovnici
_ 2
z=ay" ,a#0,

viz Obr. 4.22.
Parabola s vrcholem V' = (29, yo) a osou rovnobéznou s osou x je popsana rovnici

r—1x0=a(y—y)’,a#0.

Znaménko cisla a rozhoduje v obou pripadech o orientaci paraboly, jak je patrné z ob-
razku.

y Y
>0 a<0 a>0
\\\
N
P \3 X \\
77 V=(0,0n
/ N AV=(0,0) *
// \\ e
/ \ e
/ \ a<0 ///
/ \ _-
/ \ -
Obrézek 4.21: Parabola y = az?. Obrézek 4.22: Parabola z = ay?.

Ziejmé, je-li rovnice (4.7) rovnici paraboly, je nutné jedno z ¢isel A nebo B rovno 0 a
druhé nenulové. Je-li A =0 a B # 0, je osa paraboly rovnobézna s osou z, je-li B =0 a
A # 0, je osa paraboly rovnobézna s osou y.

Piiklad 4.14: Urdeme a nakresleme kuZelosecku popsanou rovnici 2z + y? + 8y = 0. Po
doplnéni na ¢tverec a tpravé dostavame 2z + (y + 4)% = 16, t;.

1
v-8= 3y +1°,

coZ je rovnice paraboly s vrcholem V' = (8, —4) a osou rovnobéZnou s osou z, viz Obr. 4.23.

©
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Obréazek 4.23: Parabola z Prikladu 4.14.

Hyperbola se stfedem v pocatku a poloosami a > 0, b > 0 a hlavni osou (tj. pfimkou
prochéazejici jejimi vrcholy) totoZnou s osou x je popsana rovnici

viz Obr. 4.24.
Hyperbola se sttedem S = (zg,yo) a poloosami a > 0, b > 0 a hlavni osou rovnobéznou
S 0sou x je popsana rovnici

(r —20)®>  (y—w0)?

a? B b2 =1

Hyperbola se stiedem v po¢atku a poloosami a > 0, b > 0 a hlavni osou totoznou s osou
Y je popsana rovnici

y2 .’132

@
viz Obr. 4.25.
Hyperbola se stfedem S = (zg,yo) a poloosami @ > 0, b > 0 a hlavni osou rovnobéznou

S osou y je popsana rovnici

(y — w0)? . (x — 20)? _
b2 a?

Ziejmé, je-li rovnice (4.7) rovnici hyperboly, je nutné A, B # 0 a ¢isla A a B maji ruzné
znaménka.

Priiklad 4.15: Nakresleme kuZelosecku popsanou rovnici
=2 —22+2. (4.8)

Doplnénim na &tverec dostavdme rovnici 4> — (z — 1)? = 1, coZ je rovnice hyperboly se
stfedem v bodé S = (1,0), s poloosami @ = b = 1 a s hlavni osou rovnobéznou s osou y
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7/ N
/ A
7/ AS
/ AN
Ve AN

Obrazek 4.25: Hyperbola z—j — z—z = 1.

(je to pfimka = = 1). Hyperbola je nakreslena na Obr. 4.26. VSimnéme si, ze ¢ast této
hyperboly lezici nad osou z je popsana rovnici y = Va2 — 22 + 2 a ¢ast lezici pod osou x

rovnici y = —v/x? — 22 + 2. ©

N
Py

N Obrazek 4.26: Hyperbola z Prikladu 4.15.
Cviceni

Cviceni 4.9: Urcete o jakou kuzelosecku se jednéd a kuzelosecku nakreslete, jeli zadana
rovnici:

a) 1% —2r =2y — > b) 2% =1y*+ 4y + 8,

c) x%+6x+2y2+8=0, d) z=y+v°

e) y=4—2r— a2 f) 22 —-2r+2y2+1=0,
g) 12 —2x—y*+2=0, h) 2%+ 2z =y?+ 4y + 3.

Cviceni 4.10: Nakreslete ¢ast kuzelosecky popsané rovnici:

a) y=+v4—a2 b) y=—Vz2+2x+2,
c) y=+2xr— 22, d) y=v1—u.

Cviceni 4.11: Urcete spolecné body ¢asti kuzelosecky ze Cviceni 4.10 a pfimky y = —x.
Nakreslete si obrazek!
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Kapitola 5

Funkce

Funkce popisuje zavislost jedné veliciny na druhé. Napt. draha télesa pii volném padu je
funkci casu, tj. draha zavisi na dobé, béhem které téleso pada, obsah kruhu zavisi na jeho
poloméru apod.

Funkci nebo ekvivalentné zobrazenim, rozumime piedpis, ktery kazdému prvku z z jisté
mnoziny M priradi pravé jeden prvek y z jisté mnoziny V.

My se dale budeme zabyvat pouze funkcemi, kdy obé mnoziny M, N jsou podmno-
ziny mnoziny realnych ¢isel. Mluvime pak pfesnéji o realné funkci (hodnoty proménné y
jsou redlna ¢isla) jedné redlné proménné (hodnoty proménné x jsou redlna ¢isla). Funkce
budeme pojmenovévat (oznacovat) jmény. V matematice je zvykem oznacovat funkce pis-
meny f, g, h apod. To, ze f je funkce, kterd pritazuje prvkim mnoziny M prvky mnoziny
N, zapisujeme jako f : M — N. Ptitazuje-li funkce f prvku x € M pravé prvek y € N,
piSeme y = f(z). Proménnou = pak nazyvame nezavisle proménnou a proménou y zavisle
proménnou. Rikdme také, ze funkce f zobrazuje prvek x na prvek y. Mnozinu M nazy-
vame defini¢nim oborem funkce f a zna¢ime D(f). Mnozinu téch ¢isel y € N, na které
se zobrazuje néjaké ¢islo z € D(f), nazyvame oborem hodnot funkce f a znac¢ime H(f).
Formalné zapsano H(f) = {y € N;(Jz € M)(y = f(x))}. Popsana situace je schematicky
znazornéna diagramem na Obr. 5.1.

Obrazek 5.1: Schematické znazornéni funkce f: M — N.
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Priklad 5.1: f(z) = 2%, = € R, je piiklad funkce, kterou jisté dobie znite. Realnému
¢islu x ptifazuje ¢islo y = 22. Tedy napt. f(1) = 1, f(2) = 4, f(—=1) = 1 atd. Budeme-li
ale uvazovat pouze x € (0,1), dostaneme jinou funkci (nazvéme ji tfeba g) g(z) = 22,
x € (0,1). Definiénim oborem funkce g je pouze interval (0,1), tj. D(g) = (0, 1), a napf.

zapis ¢(2) nemé v tomto pripadé smysl. ©

Zadavame-li funkci, musime zadat i jeji defini¢ni obor. My v dalsim textu budeme, po-
kud nebude feceno jinak, uvazovat vzdy tzv. pfirozeny defini¢ni obor funkce.

Je-li dan néjaky predpis f, pak prirozenym definiénim oborem funkce f rozumime
mnozinu téch x € R, pro které ma vyraz f(x) smysl.

Je-li tedy f(z) = 2* — 1, je D(f) = R, je-li g(x) =3+ V&, je D(g) = (0, 0).
Velmi dulezité je geometrické znazornéni funkce, tzv. graf funkce. Forméalné definujeme
graf funkce néasledovneé:

Je-li f: M — N, pak grafem funkce rozumime mnozinu

graf(f) = {(z,y);x € M, y = f(2)} .

Grafem funkce f je tedy mnozina usporadanych dvojic (z, f(x)), kde = € D(f). Geomet-
ricky graf znazornujeme v roviné s kartézskymi souradnicemi, viz odstavec 4.1.

Pfiklad 5.2: Na Obréazcich 5.2 a 5.3 jsou nakresleny grafy funkci f(z) = 22 a g(z) = /o
a vyznaceny nékteré jejich hodnoty. Zfejmé graf funkce f je parabola y = 2. Funkce g je
definovana pouze pro x > 0, tj. D(g) = (0, 00). Je-li y = \/z, pak y? = x, coZ je opét rovnice
paraboly, jejiz osa je tentokrat osa x. Cela tato parabola ovsem nemtuze byt grafem funkce
g, protoze jedné hodnoté proménné x by odpovidaly dvé hodnoty proménné y. Ziejmé ale,
je-li y = \/x, je y > 0 a grafem funkce g je pouze ta ¢ast paraboly y? = x, ktera nelezi pod
osou z. (Zbyla ¢ast paraboly y?> = z je na Obrazku 5.3 znazornéna ¢arkovand.) Z grafi
funkei f a g také snadno uréime jejich obory hodnot. Ziejmé H(f) = H(g) = (0,00). (©)

Obréazek 5.2: Graf funkce y = 2.
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Obrézek 5.3: Graf funkce y = /x.

5.1 Elementarni funkce

V tomto odstavci si zopakujeme nékteré zakladni (elementérni) funkce, s nimz jsme se
v jiné formé setkali v pfedchozich kapitoldch. Zejména se zaméfime na jejich definiéni
obory, obory hodnot a grafy. Asi nejjednodussi funkci je konstantni funkce definovana
predpisem y = k, kde k je pevné zvolena konstanta. Tato funkce je definovana pro vSechna
realna ¢isla x a nabyva stale stejné hodnoty k. Jeji graf je zfejmé primka rovnobézna s osou
x, viz Obr. 5.4.

Obrazek 5.4: Graf konstantni funkce y = k.

V dalsim budeme postupné probirat zakladni typy funkci.

5.1.1 Mocniny a odmocniny

Celociselné mocniny
Funkce y = x, y = 2%, y = 23, y = 2%, ... jsou definovany pro kazdé x € R. Grafy prvnich

ti{ jsou na Obrazku 5.5. Podobné jako graf funkce y = 2% vypadaji grafy funkci y = 2%,

y y=Xx y yzxz y y=)c3

Obrézek 5.5: Grafy funkei y = z, y = 2% a y = 3.

y=2a° y=2a° ... pouze s tim rozdilem, Ze s rostoucim exponentem jsou jejich hodnoty
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pro |z| > 1 vzdy vétsi, a naopak pro 0 < |z| < 1 vzdy mensi, viz Obr. 5.6. (Zfejmé totiz
prok,l €N, k>1lax>1jea" >z anaopak pro0 <z <1 jez" < z!.)

Obrézek 5.6: Porovnani grafii funkci y = 22 a y = 2%,

Podobné je tomu i pro liché mocniny, kdy grafy funkeci vy = 2%, y = 27, ... jsou podobné
grafu funkce y = 2®. Na Obrazku 5.7 jsou porovnany grafy funkci y = 22 a y = 2°.

Obrézek 5.7: Porovnani grafii funkei y = 23 a y = a5.

1 1 1
Funkce y = —, y = —,y = —,... jsou definovany pro kazdé = € R, x # 0. Graf funkce
x x x

1

1
y = — je znazornén na Obr. 5.8 a grafem je hyperbola, graf funkce y = — je zndzornén na
x

x
Obr. 5.9.

1 , 1
Obrazek 5.8: Graf funkce y = —. Obrazek 5.9: Graf funkce y = =
x
" . 1 . ) 1 1 5
Podobné jako graf funkce y = — vypadaji i grafy funkci y = —, y = —,... a podobné
x x x
1 1

1
jako graf funkce y = — vypadaji i grafy funkci y = —, y= —,....
x x x
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Odmocniny
Funkce y = /z, y = {/x, y = {/z,... jsou definovany pro z € (0,00). S grafem funkce
y = /x jsme se jiz setkali na Obr. 5.3. Podobné vypadaji i grafy funkci y = ¥z, k € N, k
sudé.

Funkce y = {/z, y = {/x, y = Yx,... jsou definovany pro = € R. Graf funkce y = /=
je nakreslen na Obr. 5.10. Podobné vypadaji i grafy funkcei y = ¥z, k € N, k > 3, k liché.

y=Vx

Obrazek 5.10: Graf funkce y = /.

Obecna mocnina
Funkce y = z%, kde a > 0 je pevné realné ¢islo, které neni celé, je definovana pro = € (0, 00).
Pro a > 1 je jeji graf podobny grafu funkce y = 22, a tedy grafu libovolné celodiselné
mocniny y = 2*, k > 1, uvazované pouze pro x > 0. Pro 0 < a < 1 je jeji graf podobny
grafu funkce y = /z, a tedy grafu libovolné celo¢iselné odmocniny y = /x, k > 1,
uvazované pouze pro z > 0.

Funkce y = x%, kde a < 0 je pevné redlné cislo, které neni celé, je definovana pro

x € (0,00). Jeji graf je podobny grafu funkce y = — uvazované pouze pro x > 0.
x

5.1.2 Exponencialni a logaritmické funkce

Exponencialni funkce y = a”, kde a je pevné ¢islo takové, ze bud a > 1, nebo a € (0,1), je
definovana pro vSechna x € R. Zduraznéme rozdil mezi exponencialni funkci y = a*, kdy
proménnou je exponent x a zaklad a se neméni, a naopak obecnou mocninou y = z¢, kdy je
proménny zaklad x a neméni se exponent a. Nejcastéji budeme pracovat s exponencialnimi
funkcemi y = 2%, y = 10* a zejména s funkci y = e*, kde e = 2,718... je tzv. Eulerovo
¢islo, s jehoz presnou definici se seznamite v predmétu Matematika 1.

Grafy exponencialnich funkci y = a” pro a > 1 jsou si vSsechny podobné, stejné tak
grafy exponencidlnich funkci y = a” pro a € (0,1) a jsou nakresleny na Obr. 5.11 a 5.12.

Obrazek 5.11: Graf funkce y = a”*, a > 1. Obrézek 5.12: Graf funkce y = a”, a € (0, 1).
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Pripomenme si dvé zakladni pravidla pro poc¢itani s exponencialnimi funkcemi:

a®t¥ =q" - a* a (a®)¥ = a™ . (5.1)

1 €T
Z druhého vztahu specialné plyne, Ze a % = (a™ )" = (—) , coz ukazuje, ze grafy expo-
a

nencialnich funkci a” a (i)z jsou vzajemné symetrické podle osy y, jak je téz patrno z Obr.
5.11 a 5.12. Z téchto obrazku také okamzité vidime, Ze obor hodnot exponencialni funkce
y = a” je interval (0, 00).

Logaritmickou funkci y = log, x, kde a je pevné ¢islo, a > 1, nebo 0 < a < 1, zavadime
obvykle vztahem

y = log, x = o =75, (5.2)

coz lze slovné vyjadrit jako poucku, kterou mozné znate ze stiedni skoly:

Logaritmus o zékladu a ¢isla x je takové cislo y, na které je nutno umocnit dany zaklad
a, abychom dostali ¢islo x, jehoz logaritmus hledame.

Tedy napr.: log,, 100 = 2 , protoze 10* = 100; log, § = —3, protoze 27 = £; log, e = 1,
protoze e! = e apod.

Grafy logaritmickych funkci y = log, = pro a > 1 jsou si vSechny podobné, stejné tak
grafy logaritmickych funkei y = log, = pro a € (0, 1) a jsou nakresleny na Obr. 5.13 a 5.14.

O<a<1

Obrazek 5.13: Graf funkce y = log, x, a > 1. Obrazek 5.14: Graf funkce y = log, =,
a€(0,1).

JelikoZ obor hodnot exponencialni funkce x = a¥ je interval (0,0c0), plyne ze vztahu
(5.2), ze defini¢ni obor logaritmické funkce y = log, x je interval (0, c0), tj. logaritmus je
definovan pouze pro kladna ¢isla. Podobné, jelikoz defini¢nim oborem exponencialni funkce
x = aY jsou vsechna realna cisla, je obor hodnot logaritmické funkce y = log, x roven R.
To lze téz vycist z grafu logaritmické funkce, viz Obr. 5.13 a 5.14.

Ze vztahu (5.1) a (5.2) lze odvodit zndmé vztahy pro pocitani s logaritmy:

log,(x-y) = log,z+log,y ,prox >0, y>0,
log,(zY) = y-log,z ,prox >0, y eR.
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Dulezity je i nasledujici vztah pro prevadéni logaritmu z jednoho zakladu na jiny. Plati:

log, =

log, z = .
log, a

Logaritmus o zakladu 10 nazyvame dekadicky a znac¢ime obvykle log, logaritmus o zakladu
e nazyvame prirozeny a znacime In. Tedy log z = log,,z a Inz = log, =.

5.1.3 Goniometrické funkce

Dfive nez se budeme zabyvat goniometrickymi funkcemi (funkcemi sinus, kosinus, tangens
a kotangens), zopakujme si pojem obloukové miry. Velikost tthlu udédvame bud’ ve stupnich,
napt. pravy uhel mé velikost 90°, primy thel 180° atd., nebo v obloukové mite v radianech,
zkratka rad. Uhel velikosti 1 rad je thel, kter§ odpovida oblouku délky 1 na jednotkové
kruznici, tj. kruznici o poloméru 1, viz Obr. 5.15. Jelikoz jednotkova kruznice méa obvod

\,
’

Ne——— 7

Obrazek 5.15: Obloukova mira.

roven 2w, dostavame, Ze pro velikosti thlu napt. plati 360° = 27 rad, 180° = 7 rad a
90° = %7‘(‘ rad atd. Jednotky rad obvykle nazapisujeme a tihel 3 znamend thel velikosti
3 rad.

Piejdéme nyni k definici funkci sinus a kosinus. Uvazme v kartézské soufadnicové sou-
stavé kruznici K o poloméru 1 se stfedem v pocatku a na ni bod A = (1,0). Zvolme z € R.
Pro x > 0 posunujme bod A po kruznici K v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych
rucicek) tak, ze urazi drahu x. Bod, do kterého bod A takto prejde, oznacme X. Pak z-ova
soufadnice bodu X je pravé hodnota cosx a y-ova souradnice bodu X je pravé hodnota
sinz, tedy X = (cosz,sinx), viz Obr. 5.16. (Uvédomme si, Ze pro x € (0,27) je velikost
thlu LAPX praveé z.)

y
X = (cos x, sinx
&K=~ 7sinx
270
4 |
/ |
/ ‘
I |
|
: . 1 X
\ COSX P 1
\ 1A=(1,0)
\ /
AY /
\ /
AY 7/
N 7
< .
~_ -

Obrazek 5.16: Zavedeni funkci y = sinz a y = cos .
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Pro x < 0 posunujme bod A po kruznici K v zdporném sméru (tj. po sméru hodinovych
rucicek) tak, ze urazi dréhu —z. Opét oznac¢me bod, do kterého bod A takto ptejde, jako
bod X. Pak stejné x-ova souradnice bodu X je hodnota cosz a y-ova souradnice bodu X
je hodnota sin z.

Ziejmé tedy funkce y = sinx a y = cosz jsou obé definovany pro kazdé x € R, jejich
oborem hodnot je interval (—1,1). Jejich grafy jsou nakresleny na Obr. 5.17 a 5.18.

y y=sinx Y= CcOosXx

A A A
VS VALVARVA

Obrazek 5.17: Graf funkce y = sinz. Obrazek 5.18: Graf funkce y = cosz.

Z predchoziho zavedeni funkci y = sin x a y = cos x dostavame okamzité nékteré dulezité
vztahy platné pro kazdé » € R:

sin(z 4 27) =sinz , cos(x + 27) = cosx . (5.3)
(Rikdme téz, ze funkce y = sinx a y = cos x maji periodu 27.)
Dale
sin(—z) = —sinxz , cos(—x) =cosx . (5.4)
(Rikdme téz, ze funkce y = sinx je funkce lich4, jeji graf je symetricky podle pocatku, a

funkce y = cos x funkce suda, jeji graf je symetricky podle osy y.)
Konecné z Pythagorovy véty dostavame

sin’z + cos’r = 1 . (5.5)

S trochu vétsim Gsilim je mozno odvodit i dalsi vzorce. Z nich je uzitecné si zapamato-
vat vztahy pro hodnoty funkeci sin a cos pro soucet dvou thlu:

sin(z +y) = sinxzcosy+ coszsiny ,

cos(r+y) = cosxcosy—sinzsiny . &19)

Odtud specialné, polozime-li y = =, dostaneme

sin2x = 2sinzcosz,

cos2r = cos?r — sin’zc .

Rovnéz je dulezité znat hodnoty funkei pro konkrétni hodnoty proménné x uvedené v né-
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sledujici tabulce:

T | ® | & |*&
r 0§13 |3
: 1| v2 | V3
sinz || 0 5 5 5 1
V3l v2| 1
cosx || 1 5 5 5 0

Priklad 5.3: Pomoci predchozi tabulky uréeme hodnoty sin gw a cos %ﬂ.

Protoze plati gﬂ' = 7 — 171, dostdvdme porovnanim soufadnic bodi X a Y na Obr. 5.19

6
NS —ain il —1 5 _ anelo — V3
SIN g = SIN T = 5 & COS ¢ = — COS g7 = 5 - @

Obrézek 5.19: Uréeni hodnot sin gw a cos %7?.

Dalsi goniometrické funkce, se kterymi se seznamime, jsou funkce tangens a kotangens.
Ty se obvykle zavadéji pomoci nasledujicich vztahu:

sin x COS T
tgx = , cotgxr = — . (5.7)
COS &

Odtud vidime, ze funkce y = tgx je definovana pro ty hodnoty z € R, kdy cosx # 0, tedy
pro x # § + km, k € Z, a dale funkce y = cotg x je definovdna pro ty hodnoty z € R, kdy
sinx # 0, tedy pro x # km, k € Z. Grafy téchto funkci jsou nakresleny na Obr. 5.20 a
5.21.

y=tgx y=cotgx

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
=
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I

Obrazek 5.20: Graf funkce y = tgx. Obrazek 5.21: Graf funkce y = cotg x.
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Ze vztahu (5.7) okamzité plyne
1

cotgx ’

tgxr =

pokud jsou obé funkce y = tgz a y = cotg z definovéany, tj. x # k3, k € Z.

Priklad 5.4: Odvodme vzorec pro tangens rozdilu dvou uhlua, ktery jsme pouzivali pfi
urceni thlu dvou pifimek v predchozi kapitole. Necht jsou definovany hodnoty tgx, tgy a
tg(x —y), tj. v,y, v —y # 5 + km, k € Z, pak plati

sin(z —y)  sinxcos(—y) +coszsin(—y) sinzcosy —coswsiny

t xr — — = =
gz =) cos(r —y) cosxcos(—y) —sinzsin(—y) coszcosy + sinxsiny
B tgx —tgy
 l+4tga-tgy
V upravach jsme vyuzili vztaht (5.4) a (5.6), posledni rovnost jsme ziskali tak, Ze ¢itatele
i jmenovatele jsme vydélili vyrazem cosx cosy. ©
Cviceni

Cviceni 5.1: Do jednoho obrazku nakreslete grafy funkci f a g, kde:

a) f()=,, g(z) =, b) flz)=Vr, g(x) =V,

c) flx) =z, glx) =, d) flo)=aV2, g(z) =2V,

e) f(z)=Inz, g(z)=logz, £) fl)=(3)" g(z) = ()"

Cvideni 5.2: Jaky je rozdil mezi funkcemi f(z) = ¥z a g(z) = 237

Cviceni 5.3: Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce f, kde:

a) f(x) =1 b) f(z) =z, c) f(z)=a®" keN,

()
d) f(z)= %z, keN, e flx)=g f) f(z) =,
g) flz) =2, h) f(x) =22, i) flx)=2,
) ) = k) fx) = logx, D) f(x) = logy, 1,
m) f(z) = cosz, n) f(z) = cotg, 0) f(x)=|sina
CvicCeni 5.4: Vydcislete nasledujici hodnoty:
a) In(e?), b) (Inl)™t, c) log, 64,
d) 10g32—17, e) log1075, f) logQ(%)lo,
g) log(—3), h) (5)2, i) (-2)7
Cviceni 5.5: Urcete hodnoty x, pro které plati:
a) logz = 10, b) Inz =0, c) logy,x = -3,
d) e* =10, e) 2% = -5, f) 10" =2.
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Cviceni 5.6: Sestavte tabulku hodnot funkci y = tgz a y = cotgz prox =0,5,7%, 3, 5.

CvicCeni 5.7: Vydislete nasledujici hodnoty:

a) cosIm, b) sin 27, c) cos(—2m),

d) cos(37), e) sin315°, f) sin(—5%),

g) tgbhm, h) cotg (—Im), i) cotg(§ — %)
Cviceni 5.8: Ukazte, Ze pro x, pro kterd maji nasledujici vyrazy smysl, plati:
a) sin(x + ) = —sinuz, b) cos(x 4+ m) = —cosx,

c) tg(z+m) =tgu, d) cotg(x+ m) = cotgx.

Cviceni 5.9: Odvodte vztahy pro:
a) sin(r + 3), b) cos(z + ),
c) tg(z+73), d) cotg(z+ 7).

5.2 Operace s funkcemi

7Z funkci, se kterymi jsme se seznamili v pfedchozim odstavci, muzeme pomoci algebraickych
operaci (s¢itani, od¢itani, ndsobeni a déleni) a také operaci skladani vytvaret dalsi funkce.
Napf. y = Ina + cos  je soucet funkei y = Inx a y = cos z. Podobné y = 22 - tg je soucin
NG

funkci y = 22 a y = tgx a kone¢né y = T je podil funkei y =\/ray=x—1.

Formalné, jsou-li dany dvé funkce y = f(z) a y = g(x), pak:

e Souctem funkci f a g rozumime funkci h(x) = f(z)+g(z) definovanou pro ta z € R,
pro ktera jsou definovany obé funkce f a g, tj. D(h) = D(f) N D(g).

e Rozdilem funkci f a ¢ rozumime funkeci h(z) = f(z) — g(z) definovanou pro ta
x € R, pro kterd jsou definovany obé funkce f a g, tj. D(h) = D(f) N D(g).

e Soucinem funkci f a g rozumime funkci h(z) = f(z)-g(x) definovanou pro ta x € R,
pro ktera jsou definovany obé funkce f a g, tj. D(h) = D(f) N D(g).

e Podilem funkci f a g rozumime funkci h(z) = % definovanou pro ta = € R, pro

ktera jsou definovany obé funkce f a g a navic g(x) # 0, tj.
D(h) = (D(f) N D(g)) \{z € R; g(x) = 0}.
NG

Tedy napt. funkce y = Inx + cosx je definovdna pro z > 0 a funkce y = -5 pro
z € (0,1)U(1,00).

Slozena funkce

Dilezitou operaci je skladani funkci. Opét, jsou-li dany dvé funkce y = f(z) a y =
g(z), muzeme vytvorit novou funkci h(x) = g(f(x)), tj. hodnota h(z) se vypocte tak,
ze k Cislu z vypocteme nejprve hodnotu f(z) a na ni pak aplikujeme funkci g. Dosta-
neme h(zx) = g(f(z)). Schematicky je slozeni funkci zndzornéno na Obr. 5.22. SloZena
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g(f(x)=h(x)

h

Obrazek 5.22: Slozena funkce h(x) = g(f(z)).

funkce h(z) = g(f(z)) je definovana pouze pro ta = € D(f), pro ktera je f(z) € D(g), tj.
D(h) = {z € D(f); f(x) € D(g)}. Formalné zna¢ime slozenou funkci jako h = g o f.
Pozor! Pii skladani funkci zalezi obecné na potadi, ve kterém funkce skladame, a obecné
je go f # fog. Napi. je-li f(z) = sinz a g(x) = 2%, pak g(f(z)) = (sinz)?, ale
f(g(x)) = sin(z?). Obvykle misto (f(z))? piseme f%(z). (A podobné i pro vyssi mocniny.)
Tedy v nasem piikladé je g(f(x)) = sin’z.

Pfiklad 5.5: Zapisme funkci h(z) = In(1—2?) jako sloZenou funkci a uréeme jeji defini¢ni
obor.

Oznac¢ime-li f(r) =1 — 22 (rozdil konstantni funkce y = 1 a funkce y = 2?) a g(z) = Inx,
pak h(z) = g(f(z)) = g(1 — 2?) =In(1 — 2?), tj. h = g o f. Pfi urcovani defini¢niho oboru
slozené funkce za¢indme obvykle od vnéjsi funkce, v nasem ptipadé od funkce g(x) = Inz.
Aby funkce y = In(1 — z?) byla definovana, musi byt 1 — 22 > 0 (logaritmus je definovan
pouze pro kladné ¢isla). Tedy musi platit 22 < 1, coz spliiuji pravé z € (—1,1) a dostavame

D(h) = (~1,1). ©

2

1

Priklad 5.6: Jsou dény funkce f(x) = — a g(x) = /1 + z. Uréeme funkéni predpisy a
x

defini¢ni obory funkci hy = fo f, ho =go f, h3=fogahy=gog.

Ziejme

(Posledni rovnost plati pouze pro x # 0.) Protoze funkce f je definovana pouze pro x # 0
a f(r) = = # 0 vidy, je funkce hy definovéna pro x # 0. (Samoziejmé funkee y = = je
definovana pro v8echna = € R. Zde ale hi(x) = = chédpana jako sloZena funkce hy = f o f,
je definovana pouze pro z # 0.)

Funkce hy bude definovana, pokud 1 + i >0, tj. % > —1, coz plati pro vSechna kladna x
a ze zapornych = pouze pro z € (—oo, —1). Tedy D(hy) = (—o0, —1) U (0, 00).

hafa) = flo(@) = F(VIFo) = =

Funkce h3 bude definovana, pokud 1+ x > 0, tj. x > —1. Tedy D(h3) = (—1, 00).
ha(z) = g(g9(x)) =9g(V1+z)=\1+V1+z.
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Funkce hy bude definovana, pokud 1+4+/1 4+ x > 0, coz je vzdy, mé-li vyraz /1 + = smysl,
tedy pro x > —1. D(hy) = (—1, 00). ©

Cvideni

Cviceni 5.10: Urcete defini¢ni obor funkce f, kde:

a) f(z)=v1-2d3 b) f(x) = e ot c) f(z)=e"tir,
d) f(z)=In(2?+3z+4), e) f(r)=I(2?+3zx—-4), f) f(z)=+3-Tlogz,

g) f(1)=V2+mr—lrh) f)=,/t—sine, 0 @)= =,
i) @)= ViFcotgr, k) f(z)=logl—2'), 1) f(z)=cos(3+ 2z —?)

Cvigeni 5.11: Uréete funkei h = f o g a jeji definiéni obor, je-li:
a) f(x)=2+1, g(zr) = Ve +1, b) f(z)=logz , g(x) =1—2a?

¢) flx) =V, glx)=1-¢", d) f(z) =V, g(x) =cosz+1,

e) f(x) =1, g(x) =In(—2® -5 —4), f) f(z)=sin(@*+1), g(x)=Va+L1L

5.3 Jednoduché modifikace funkce y = f(x)

V tomto odstavci si ukazeme, jak nékteré jednoduché modifikace zméni graf funkce. Jed-
notlivé ptipady se ilustrujeme na prikladech. Modifikace, i kdyz jednoduché, je dulezité si
dobfe rozmyslet. V dalsim pfedpokladame, ze y = f(z) je dana funkce a ¢isla a, b, ¢, d € R
pevné zvolené konstanty.

5.3.1 Funkce g(z) = f(z) +a

Ztejmé graf funkce g bude posunut oproti grafu funkce f ve sméru osy y; pro a > 0 budou
hodnoty g(z) posunuty o a smérem ,nahoru“, pro a < 0 budou hodnoty g(z) posunuty
o |a| smérem ,dolu“.

Obrézek 5.23: Graf y = 22 — 1.
Priklad 5.7: Nakresleme graf funkce g(z) = 22 — 1 (tj. f(z) = 2? a a = —1). Vyjdeme

z grafu funkce f, ktery dobfe zname, a posuneme jej o |a| = 1 smérem dolu, viz Obr. 5.23.
Grafem je zfejmé opét parabola, tentokréat s vrcholem v bodé (0, —1). @
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5.3.2 Funkce g(z) =b- f(2)

Vynésobeni konstantou b # 0 ,protdhne* graf funkce f |b|-krat ve sméru osy y. Pfitom
pro b < 0 se graf jesté ,preklopi® kolem osy .

Piiklad 5.8: Nakresleme graf funkce g(z) = —3cosz (tj. f(z) = cosz a b = —3).
Hodnota funkce ¢g(z) bude v absolutni hodnoté 3-krat vétsi nez hodnota f(z), ale opa¢ného
znaménka (napf. g(0) = —3 a f(0) = 1). Cela situace je znazornéna na Obr. 5.24. ©

YN y= -3 cosx

Y= Cosx
08X

™~
N 7
N e
~ N\ X
N
N7

Obrazek 5.24: Graf y = —3 cos x.

5.3.3 Funkce g(z) = f(c- 2)

1
Vynasobeni konstantou ¢ # 0 ,protdhne* graf funkce f ’—’—krét ve sméru osy x. Pritom
c

pro ¢ < 0 se graf jesté ,preklopi“ kolem osy .

Priklad 5.9: Nakresleme graf funkce g(z) = log,(—2x) (tj. f(x) = log, x a ¢ = —2). Tato
funkce je zfejmé definovana pro —2x > 0, tj. pro x < 0. Napf. hodnotu 1, kterou funkce f
nabyva pro x = 2, nabyva funkce g pro x = —1. Cela situace je znazornéna na Obr. 5.25.
Tedy graf funkce g lze také ziskat jako graf funkce log,(—z) (graf log,(—z) je soumérné
sdruzeny s grafem log, = podle osy y) a posunuty o 1 ve sméru osy y ,nahoru®. ©

y
y=log,(—2x)

Obrézek 5.25: Graf y = log,(—2z).
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Priklad 5.10: Nakresleme graf funkce g(z) = tg 2 (tj. f(z) = tgz a ¢ = 3). Graf funkce
g je ziejmé 2-krat protazeny ve sméru osy x oproti grafu f. Ma-li tedy funkce f periodu
m, ma funkce g periodu 27. Cela situace je znazornéna na Obr. 5.26. Pro vétsi nazornost

jsou zde znazornény hodnoty f pro = € (-7, %) a hodnoty g pro x» € (—m, 7). ©
Y /| |
\:tgx "‘ ‘
no)
P g
: /// Y ]gZ
f - ! X
- - // 0 ”
‘ Ly
! L
| () L
| oo
: Hl

"
Obrazek 5.26: Graf y = tg 7.

5.3.4 Funkce g(x) = f(z + d)

Pticteni konstanty d k proménné x posune graf funkce f podél osy z o ¢islo |d|. Pro d > 0
se posune graf f doleva a pro d < 0 doprava.

Priklad 5.11: Nakresleme graf funkce g(z) = /1 — (z —1)2 (tj. f(z) = V1 —22 a
d = —1. 7Z predchozi kapitoly vime, Ze grafem funkce f je pulkruZnice a tvori jej body

kruznice 22 4+ y? = 1 s y-ovou soufadnici > 0. Graf ¢ je posunut o 1 smérem doprava. Graf
g je tedy opét pulkruznice se stiedem v bodé (1,0), viz Obr. 5.27. Z uvedeného by mélo byt
jasné, ze D(g) = (0,2). (Funkéni pfedpis ¢ lze ovsem také zapsat ve tvaru g(z) = v2x — 22
a teprve doplnénim na ¢tverec z néj ziskat puvodni predpis.) ©

y

\\
/ A
\

y=\/1—xi_\ y=\/1—(x—1)2
,/

-1 0 1 2 X

Obrazek 5.27: Graf y = /1 — (v — 1)2.

Piiklad 5.12: Nakresleme graf funkce g(x) = sin(2z + 7). Abychom zjistili posunuti ve
sméru osy x, musime nejprve funkéni piedpis upravit do tvaru g(z) = sin(2(z + 7)) (tj.
f(x) = sinz, d = 7, c = 2). Graf g je tedy vlastné graf funkce f(r) = sinx protazeny
%—krét (tj. zkrdceny 2-krat) ve sméru osy x a posunuty o 7 doleva, viz Obr. 5.28. VSimnéme
si, ze pomoci vztahu 5.6 muzeme funkci g také vyjadrit ve tvaru

g(x) =sin(2z + 7) = sin2z - sin 7 + cos 2z - sinm = —sin 2z .

©
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y=sin(2x+7)

L~
/ \
/ \
/ \
/
/\° B ™\ ,
/ \ /
/ \ /
’ \ /
N~ L ~ 7

y=sinx

Obrazek 5.28: Graf y = sin(2z + ).

Cviceni

CvicCeni 5.12: Urcete defini¢ni obor funkce f, pruseciky jejiho grafu s osami a graf na-
kreslete, kde:

a) flz)=e" —1, b) f(z) = cosz +1, ¢) flz)=e+nz,

d) f(z)=—logz, e) f(z)=2sinz, £) f(a) = 347

g) [(z)=sin(2z), h) f(z)=e", i) f(z) = cotg (—2x),
J) [f@) = ($+%), k) f(z)=vz+4, ) f(z)=1-log(z —1),
m) f(z) = n) f(z)=3cost, 0) f(r)= .

p) f(z)=sn(3z+ ), q) f(z)=In(2z-1), r) f(z)=—tg(2x)

CvicCeni 5.13: S vyuzitim vysledku predchozi kapitoly urcete definiéni obor a nakreslete
graf funkce f, kde:

a) f(zr)=va2+1, b) f(z) = —v1— 222 c) f(x)=2—-+2—ux,
d) f(x) =4z + 22, e) f(z)=+V4zr — 22, f) f(r)=—-14++vV2+2z+ 22
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Kapitola 6

Komplexni cisla

Vétsinu tloh (Gprava algebraickych vyrazu, FeSeni rovnic a nerovnic), které jsme doposud
fesili, jsme Fesili v oboru realnych ¢isel. Existuje ale mnoho problémi, které v oboru real-
nych ¢isel nemaji feseni (napi. kvadratickd rovnice z? + 1 = 0). Obor komplexnich ¢isel
vznikl rozsifenim oboru realnych cisel tak, aby kazda algebraickd rovnice v ném méla
feSeni. Myslenkou komplexnich ¢isel se zabyvali mnozi matematici jako Gerolamo Cardano
(16. stoleti), René Descartes (17. stoleti) a Leonhard Euler (18. stoleti). Teorii komplexnich
Cisel presné zavedl v 19. stoleti francouzsky matematik Augustin Louis Cauchy a nezavisle
na ném némecky matematik a fyzik Carl Friedrich Gauss. Dnes se komplexni ¢isla pouzivaji
v mnoha technickych oborech.

6.1 Zakladni pojmy

Komplexni ¢isla zavadime jako usporadané dvojice realnych cisel. Tedy mnozina komplex-
nich ¢isel

C={z=(a,b); a,beR}.
Podobné jako jina ¢isla muzeme komplexni ¢isla séitat, od¢itat, nasobit a délit. Pro zavedeni
téchto operaci je vyhodné pséat komplexni ¢islo z = (a,b) v algebraickém tvaru jako

z=a+bi,

kde i je zvlaStni symbol, tzv. imaginarni jednotka. Fakticky na tento zapis muzeme
pohlizet tak, ze symbol i oznacuje, co je druhd soutadnice komplexniho ¢isla z, a ¢ast bez
i je prvni soufadnice.

Je-li komplexni ¢islo 2 = a + bi, kde a, b € R, nazyvame ¢islo a realnou c¢asti kom-
plexniho ¢isla z, ¢islo b jeho imaginarni ¢asti. Realnou ¢ast komplexniho ¢isla z znac¢ime
Re(z), imaginarni ¢ast zna¢ime Im(z). Redlna ¢isla pak ztotoznujeme s komplexnimi ¢isly,
ktera maji imaginarni ¢ast rovnu 0, tj. pro a € R je a = a + 0i. Naopak komplexni ¢islo
z, které ma redlnou ¢ast rovnu 0, tj. z = 0 + bi = bi, nazyvame ryze imaginarni.

Soucet a rozdil dvou komplexnich ¢isel definujeme po souradnicich:
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Pro z1, 20 € C, z1 = a+ bi, z0 = ¢+ di klademe

z214+20 = (a+bi)+(c+di) = (a+c)+ (b+d)i
z21—23 = (a+bi)—(c+di) = (a—c)+(b—d)i.

Soucin dvou komplexnich ¢isel je definovan ponékud komplikovanéji:

Pro z1, 20 € C, z1 = a+ bi, zo = c+ di klademe

z1-29 = (a+bi)-(c+di) = (ac—0bd)+ (ad+bc)i.

Vsimnéme si, Ze z definice nasobeni (dosazenim z; =1 a 2 = 1) plyne

tedy i je feSeni jiz zminéné rovnice 22 + 1 = 0. DileZité je, Ze na nasobeni komplexnich
¢isel muzeme pohliZet jako na nasobeni dvojclenu dvojclenem s tim, Ze vyuzijeme vztahu

i2 = —1 a jeho definici si nemusime zvl4st pamatovat. Opravdu

(a+bi)-(c+di)=ac+cbi +adi +bdi*= (ac—bd)+ (ad+bc)i.

Ze vztahu pro nésobeni dvou komplexnich cisel také plyne, ze komplexni ¢islo nasobime
realnym cislem tak, ze vynasobime timto ¢islem jeho realnou i imaginarni ¢ast.

Drtive nez si ukadzeme, jak urcit podil dvou komplexnich ¢isel, zavedme jesté nasledujici
pojmy:
Necht z = a + b1 je komplexni ¢islo. Pak
—z = —a — bi nazyvame opaénym cislem k ¢islu z,
Z = a — bi nazyvame komplexné sdruzenym cislem k ¢islu z,

|z| = va? + b? nazgvame absolutni hodnotou komplexniho ¢isla z.

Komplexni ¢islo, jehoz absolutni hodnota je rovna 1, nazyvame komplexni jednotkou. Ima-
ginarni jednotka i je tedy komplexni jednotkou.

Podil dvou komplexnich ¢isel (zapsany ve tvaru zlomku) ziskame tak, Ze ¢itatele i jmeno-
vatele vynasobime ¢islem komplexné sdruzenym k jmenovateli. Ve jmenovateli pak zustane
pouze realné cislo, ¢imz déleni prevedeme na nasobeni prevracenou hodnotou realného
¢isla.

Jsou-li tedy 21, 20 € C, 2 =a+bi, 20 =c+di # 0, pak

a+bi  (a+bi)-(c—di) (ac+bd)+(bc—ad)i  (ac+bd be—ad) .
S\ 2+ 2rar )"

c+di  (c+di)-(c—di) 2+ d?

Uvedme jesté, ze pro sc¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel plati stejné zakony jako pro
sc¢itani a nasobeni c¢isel redlnych, tedy zakony komutativni, asociativni a distributivni.
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Je uzitecné si zapamatovat jak vypadaji mocniny imaginarni jednotky i. Plati:

i0 =1

il = i

iz = -1

i’ = %20 =(-1)-i = —i

it = i%2.i? = (=1)-(-1) =1
i =it =11 =i

©

<1
Z1 29 a —
E)
21029 = (2—31)-(3+4i) = 6+8i —91 —12(1)? = 6 —i —12(-1) = 18 —1i,
2 (2-31) 0 (2-31)-(3—-4i) 6—8i—9i+1231)*> —6-17i
z  (344i)  (3+4i)-(3—4i) 9 — 16(i)2 B 25 B
__6 17,
25 25
Priklad 6.2: Pro komplexni Cisla z; = 1 — 2i, 20 = 2+ 1 a 23 = 2 — 1 vypoctéme
. (221 + 3 22)
komplexni ¢islo z = ———==.
Z3
L _20-20)+3@2+1)  2-4i46431 _ 8-1 (8- D@+1i) _
B 2—1i B 2—1i Co2—i 4—i2 B
16 +8i —2i —i? 17+ 61 17 6.
= = = — —1
5 5 5 5
o Cos ) a0 1+1
Priklad 6.3: Vypoctéme absolutni hodnotu komplexniho ¢isla ek
—3i
Pro absolutni hodnotu komplexnich ¢isel plati: |z; - zo| = |21 - |22] a 2y - %
22
Plati tedy:
‘1+1 o+l ViDL V2 V21
3 —3i 13— 3i]| VI+9 V18 3v2 3
Cviceni
Cviceni 6.1: Vypoctéte (pfevedte na algebraicky tvar):
34
a) 3(5—4i), b) (—;1), c) (7T—31)+(-5+41),
d) (5+21i)—(3+41), e) (1-31)-(3+41), f) (—5+41i)2.
CvicCeni 6.2: Vypoctéte (prevedte na algebraicky tvar):
a) 3—1i b) 3+ 1 o) 5+ 21
2+51" 3—1’ 4421
241 2—31 341
d — f —2i)-(— i) .
i e N ) 1(5-20)- (=34 1)
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6.2 Geometrické znazornéni komplexniho ¢isla

Ztotoznime-li komplexni ¢islo z = a + bi s dvojici (a,b), muzeme zobrazit toto komplexni
¢islo do roviny. Tuto rovinu nazyvame Gaussovou rovinou. V této roviné zavedeme po-
catek, ktery je obrazem komplexniho ¢isla 0 + 0i a dvojici kolmych os, které nazyvame
realnd a imaginarni osa Gaussovy roviny. Obrazem komplexniho ¢isla a 4+ bi je v Gaussové
roviné bod o soufadnicich (a,b), viz Obr. 6.1. (Fakticky zde neni zddny rozdil oproti kar-
tézskym soutradnicim. Pouze pfi zndzornéni komplexnich ¢isel oznacujeme realnou osu Re
a imaginarni osu Im, oproti osdm x a y v kartézskych soufadnicich.)

Im
z=a+bi
br------ -
|
|
‘ Re
0 a

Obrazek 6.1: Gaussova rovina

Uvedené zobrazeni je jednoznacné, tzn. kazdému komplexnimu ¢islu je pfirazen jediny bod
Gaussovy roviny a obracené, kazdy bod Gaussovy roviny je obrazem jediného komplexniho
¢isla. Obrazy ¢isel opacnych jsou soumérné podle pocatku, obrazy komplexné sdruzenych
¢isel jsou soumérné podle realné osy. V Gaussové roviné predstavuje absolutni hodnota
|z| vzdalenost obrazu komplexniho ¢isla z = a + bi od pocatku, tj. absolutni hodnota je
vzdélenost bodu (a,b) od pocatku (0,0). VSe je zobrazeno na Obr. 6.2.

Im
z=a+bi
b*****j??
//// ‘
T T | Re
I - 0 |Z| ‘a
L
2 ®
-z = —a—bi Z=a-bi

Obréazek 6.2: Zobrazeni komplexnich ¢isel z, —z, z, |z| do Gaussovy roviny

Priklad 6.4: V Gaussové roviné zobrazme komplexni ¢isla:

z2=-3+31,2=2i,2=+v3—1, 2=3,5. ©
Iy
z=—343i 3

=LA

| 2 07=2j

3 ‘ Z‘:3,5

-3 0 X ©
)

z=V3 —i

Obrazek 6.3: Zobrazeni komplexnich ¢isel do Gaussovy roviny. Priklad 6.4.
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Obrazy komplexnich ¢isel se stejnou absolutni hodnotou lezi na soustfednych kruznicich se
stfedy v pocatku a s poloméry rovnymi ptislusnym absolutnim hodnotam. Na Obr. 6.4 jsou
zndzornéna komplexni ¢isla z1, 2o, pro kterd plati, Ze |z1| = |22| = 7, obé lezi na kruznici se
stfedem v pocatku a polomérem r. Podobné komplexni jednotky i, —i lezi na jednotkové
kruznici.

Im |z71=1z2]

<]

Obrézek 6.4: Zobrazeni komplexnich ¢isel se stejnou absolutni hodnotou.

6.3 Goniometricky tvar komplexniho cisla

Uvazujme komplexni ¢islo z = a + bi # 0. Argumentem tohoto komplexniho ¢isla ro-
zumime orientovany thel w = a + 2km, kde o € (0,27) a k € Z, viz Obr. 6.5a. Uhel a
nazyvame zakladni argument komplexniho ¢isla.

a) b)

Im Im
z=a+bi z=a+bi

|z|

1 Re : Re
0 a a

Obrézek 6.5: Zobrazeni argumentu komplexniho ¢isla.

Z Obr. 6.5b muzeme ziskat vztahy mezi slozkami a, b komplexniho ¢isla z a jeho argumen-
tem « a absolutni hodnotou |z|.

a : b
cosa = —, sina = —.
E 2|
Odtud dostavame
b
z=a+bi = |7] <ﬁ+||i> = |z| (cosa +1 sin ).
z 2
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Vyjadieni komplexniho ¢isla z ve tvaru z = |z|(cosa + i sina) nazyvame goniome-
tricky tvar komplexniho cisla.

Poznamenejme jesté, ze komplexni ¢islo z = (cos a+1 sin «) je komplexni jednotka, protoze

|z|:\/cos2a+sin2a:1

Piiklad 6.5: Komplexni ¢islo z = /3 + i vyjadfeme v goniometrickém tvaru.

2| =B+ 1=2

3 11
CosQ = £ = o= E nebo —7T -
2 6 6 - q=—
. 1 N 7 b b 6
sina = — o= — nebo —
2 6 6
2 (cos 5 +1 s )
z=2(cos—=+1 sin—|).
6 6 ©
” 3m . . 37m o L
Piiklad 6.6: Komplexni ¢slo 2 = v/2 ( cos 1 +1 sin T vyjadieme v algebraickém
tvaru.
z=142 cos3—7r—1—isir13—7T =2 —£+ \/_ =—1+1i
4 4 ©

Jak uvidime dale, muze byt goniometricky tvar komplexniho ¢isla vyhodny prfi nasobeni,
umocnovani a odmocnovani komplexnich ¢isel.

6.3.1 Moivreova véta

Ukazte si sami, ze pro soucin dvou komplexnich jednotek plati:
(cosa+isina)-(cos@+1isinf) = cos(a+ ) +1isin(a + f).
Odtud dostavame:

1. Pro n € N plati:

(|z[(cosar +isina))" = |z|"(cosna + 1 sinna). (Moivreova véta)

2. Pro z; = |z1|(cosa +1sina) a 2o = |23|(cos § +1 sin ) plati:

2129 = |21+ 29|(cos(a + B) + i sin(a + 3)).

Piiklad 6.7: Provedme soucin (1 +i)(1 —+/31).
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Piiklad muzeme fesit dvojim zpusobem:
a) Obé ¢isla vezmeme v algebraickém tvaru a vynasobime:

(1+i1)1—-v3i) = 1-V3i+i+V3 = 1+V3)+(1—-V3)i.

b) Obé ¢isla vezmeme v goniometrickém tvaru:
: . T, . 5w . . 5w
(1+1)(1—-V3i) = \/§<COSZ—|—ISIHZ>-2 COS§+ISIH?

237 . . 23w
= 2\/§<cos§+1s1n§).

©

Druhy zptsob se zda byt ponékud komplikovany, ale pii poc¢itani vyssich mocnin komplex-
niho ¢isla muze byt docela vyhodny.

Priklad 6.8: Umocnéme (\/§_ 1)6 )

Nejprve prevedeme komplexni ¢islo do goniometrického tvaru:
11 11
V3—i =2 (cos%%—isin%) .

Nyni komplexni ¢islo umocnime:

1\ ; 1ir . 11r\° o
(\/§—1> = 2 0087+1sm7 = 64 (cosllm+isinllm) =
= 64 (cosm+1isinm) = 64(—1+0i) = —64.

©

6.3.2 Odmocnina z komplexniho cisla

Méjme dano komplexni ¢islo z = |z|(cosa + isina), a € (0,27). Pro n € N ozna¢me
u = %/z komplexni ¢islo, pro které plati u™ = z, a zapiSme jej v goniometrickém tvaru

V2 = u = |ul(cosp +ising).

Umocnénim dostavame:

z = u" = |u|"(cosp+ising)” = |ul"(cosny + 1 sinngp).
Odtud
Lofu* = [z = Jul= V]
cosar = Cf)S”‘p} S np = at2r = o= CFT ekew
sina = sinngp n
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Pokud chceme ziskat ¢ € (0,27), volime po fadé k = 0,1,2...(n — 1). Takto ziskdme n
ruznych n—tych odmocnin z komplexniho ¢isla z, které maji tvar:

2k 2k
z = || (cosu—kisinu), k=0,1,2,...,(n—1).
n n

Snadno se da ukézat, Ze vSechny tyto odmocniny tvoii (v Gaussové roviné) vrcholy pravi-
delného n-thelnika se stfedem v pocatku. Volbou dalsich hodnot k£ € Z jiz jiné odmocniny
neziskame.

Priklad 6.9: Urceme vSechny odmocniny 3\/—4\/§ +4v21i .
Nejprve pievedeme komplexni &islo —4v/2 + 4v/21 do goniometrického tvaru:

42+ 4V2i = 8(008% —|—isin¥> }

Nyni komplexni ¢islo ,,odmocnime® - ziskdme tii ruzné hodnoty pro k =0, 1, 2:
Zyg = 2(cos£+isin£) = V2 +V2i ,

5 (7T+27T)+, . (7T+27T) 5 117r+- o 11x
yA = COS| — — 1 Ss1in( — = COS —— 1 S1In ——
! 4 3 4 12 12 )7

4 19 19
29 = 2<COS(——|——7T)—|—iSiIl( )) = 2(0081—27T+isin1—;) .

Cviceni
Cviceni 6.3: Komplexni ¢islo z vyjadiete v goniometrickém tvaru:

a) z = V24+V2i, b) z = 1-i, c) z = 2+2i,
d) z = V3+i, e) z = 3-3V3i, f) z = —bi.

CvicCeni 6.4: Komplexni ¢islo vyjadiete v algebraickém tvaru:
a) 2(cosy +ising), b) —3(cos® +isin3), ¢) —(cos® +isin?),

d) V2(cos® +isin®T), e) V3(cosT +isin?), f) (cos8m+1isin8m).

Cviceni 6.5: Vynasobte nebo umocnéte komplexni ¢isla, vysledek vyjadiete v algebraic-
kém tvaru:

a) (V2++v2i)(cos® +1isin?r) b) (ﬂ(cos%’r—{—isin%’r))g,
c) (cos¥ +isin?r) (cosZ +isinZ), d) (—3-3v3i)°,
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Cviceni 6.6: Najdéte vSechny odmocniny:

a) Y8+8i, b) /-32, c) v—2-2i,
d) {1, e) 3/-16i, f) V—-8+8V3i.
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Vysledky cviceni

1 Upravy algebraickych vyrazi

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

_ 3
S b L g © a 2
3 Y c Tz
e) vvw, f) ab®, g) a7 h) x5y e
a) Va, b) Vall, c) Vu?, d) z.
a) P(z):Q(x)=a*—3z+4,
b) P(z): Q(z) =2 +x -3,
c) Pz): Q(z) =a*— a3+ 222 + 42 — 5,
d) P(z):Q(z) =2 +2r+1—
T
11z +5
4
e) P(z):Q(z) =2" — 3z —5:1:—2—{—1:2_31:_’_3,
8r —1
f) p = a* — 42’ —
) P(x):Q(z) == x°+ 9z 7+:1:2+x’
T —3

a) a®+6a*+12a + 8,
c) 8b% +120* + 6b+ 1,

e) 16y* — 32y% +24y*> — 8y + 1,

a) (xr—2)(z+2),

c) (a—3)(a*+3a+9),

e) 614(2:1:—y) (4x2+2xy+y2),
g) (a—"0)(a+0b)(a®+1?),

i) 2y(32°+y7)
k) a(a®+ 3ab+ 30?) ,

a) (z=5)(z+1),

d) 2z —1)Bz+1),

b) z*— 413 4622 —4r+1,
d) 25z2% + 20z +4,
1
f) 32a° + 40a* + 20a® + 5a* + %, + .
8 32
b) (v +2)(2* -2z +4),
1
d) (a—8b)(a+8b).

f)

(2% —y) («* +y)

h) (z+y) (2* — 2% + 2%y — 2y’ + )
j) 5(2z+1),
1) —24(x +1) (2% + 2z + 10) .

b) (z—2)(x-3),

e) (2+1)(z*>+1),

o ()(D)

f) (3 -1)(2®+2).



1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

a) (a—1)2+1, b) (z+

d) 2((z—1)*+2),

5$4y4 ‘
1123 7

U+ v

¢) L utvaty,

uU—"v
y#_lv

x?y?’Z#O?

21,

a) a:—l—y;
r—y

Va;
(Vu—+vv) (u—v);

u>0,v>0,u+v>0,

v,y #0,x#y,

a>0,

2?+r+1
Sl e —1,2#0
oD eFLe#o,
1
C) -3 U#O,U#U,
Uu

4 r7# £2y,

r# ty,

;w7 0, u £l

r#0,x#+y,

b) V6,

2
3

e) |

o

0 o (ve4) 4

5)
2)2+17 Z?

o (ul)
ﬁ

%>,ﬂ (22 —1)* + 1.

:1:2+:1:y+y2
b) ———; ty,
) T+y v # +y
a’ 4 2a + 4
) —05 i 7 E
f) —1; a#0,(c—b—ad)#0.
b) l—x; x>0,
x
d Ve+1; 2>0,z2#1,
f) (Vz+1)7°; z#1,2>0.
a® + b?
b) pERER a # +b,
(a —0)?
d) W? CL,b?éO,
p(2p+1) 1
fy —; —.
b) a; a# -1,
1
d) ;+L t£0,t#1,
N3
f) (z y)’ x#0,r# +ty.
2x
9
C) —1,
: f) 5v5.
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1.14

1 .
[z +2|
2ab _
b2_a2’

2(u+1) W0, utl

T # =2,

a# +b, a,b#0,

u—1
1 .
\/a?
—%y;
Vi

3

m)a;

a>0,

r#2y, v,y #0,
a<0Va>1,

a#0,a+#3,
Tr+y )
VY
a2 + 72
q) — ;
ax
r—3
z(z+1)’

Vi +1++v2;

r,y #0,

x>0,y>0,

x # +a, a,x#0,
x#07_17_57
r>—-1,x#1,

x) y* —a”;

w3 —5r*+x—1;

x#1,
422+ -3, o £+2,

-t —1;

r# 1, x# -2,
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b)
d)
f)

h)

b)
d)

£)

|z —y|
lz+y|’

av CL?éb, a‘vb%oa

w#_ya

r—1; x>0,

Va |z —1[;
2(1+u)
1—u ’
yx—y); zy#0,

“ o vFu, u,v#0,
v—u

:1:—1—y.
_x2y2’

x>0,

u>0, u#l,

r#y, T,y #0,

6x _
x—2"

x# £2, xF# 13,
_27 U,'U?éo,u#:l:'l),
v

Vi

x>0.

1
P+t -2+ ——;
r+1

1
2$3+$—3+L;
x(r—1)

x# -1,

r#0,x#1,

r—1 ‘
(x —2) (22 -3)’

x+ x4 +V3, 1 #2



2 Reseni rovnic

2.1

2.2

2.3

24

2.5

a) K ={1}, b) K = {6}, c) K=R, d) K=1,
e) K={-3}, f) K={-%}, & K={-1}, h) K={0},
i) K={-32}, j) K={-%} k) K={%}
a) K:{_4’7}7 b) K:{i%}’ C) K:{%vz}a
d) K:{%L e) K =10, f) K:{i%}a
g) K =1{0,1}, h) K =0, i) K ={+14).
a) K:{§74}7 b) K:{374}7 C) K:(Z)a
d) K=0, e) K=R, f) K={1,2}.
2) K = {1(V3iV3D), b) K — {48},
c) K =1{-24}, d) K={i[2(14+V3)+£V16—8V3]} =
= {23}
e) K={3+i}, f) K={5(vV2£V6)},
g) K={5+2i}, h) K={i1+V3i)}
a) K ={p—5pecR}, b) K ={-p—4;pecR},
: . 5—2p
c) propzljeK:@,prop;«éljeK:{2(p_1)},
=—-1je K = ro —1je K = 6 — 6p—p*

d) prop=-1je K=0,prop# —1je K { o1 }
e) pro p=4 je K ={2}, pro p=—4 je K = {-2},

pro p € (—4;4) je K =0, pro |p| >4 je K = {pi ”52_16},
f) proszjeK:@,prop#OjeK:{3i;ﬁ},

g) prop=2jeK =0 pro p=0je K =0,

2p+5
2p—5]"

pro p#0,p# 35 je Kz{
h) pro p € (0;2) je K =),

pro p € (—00;0) U (2;00) je K = {%(pi \/p(p—Q))}-
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2.6 a) K = {+4), b) K = {+/3,+v2},

c) K =0, d) K ={+1},
e) K ={V5,V6}, f) K= {V-14,72}.
2.7 a) K={-3,-2,3}, b) K ={0,-1,2},
c) K ={-4,-1,2}, d) K={I,+i},
e) K=1{0,2,42i}, f) K ={1,£/3i}.
2.8 a) K={.-12}, b) K ={-31,-2}, c) K=1{1,2++3},
d) K={-2,-3,-4}, e) K={2,4,5}, f) K={3+£3}.
2.9 a) K={8}, b) K = {6,7}, c) K ={-4},
d) K ={3}, e) K =1{0,1,4}, f) K ={6},
g) K =10, h) K ={-6}, i) K=1{-371},
j) K={£V5}.
2.10 a) K = {1}, b) K = {i}, c) K={1},
d) K ={0}, e) K = {logg15}, f) K ={1+log,3},
g) K={3—3ilogy;7}, h) K = {1000}, i) K = {127},
i) K={-%} k) K ={e}, 1) K ={10}.
211 a) K=R b) K = {1,log;4} c) K ={10,100}
d) K ={ilog;Z} e) K=1{2,3} f) K ={0}
g) K ={3}, h) K = {3}, i) K={5},
j) K ={5++/5}, k) K ={-4}, 1) K=1{35}
2.12 a) K = kUZ{gw + 2km, 31 + 2km}, b) K= kUZ{gw + kr},
c) K= kLgJZ{g + 2km}, d) K= kLgJZ{g + 2km, Im + 2km},
e) K = kLgJZ{% + km, § 4k}, f) K= kLgJZ{QW + 4kr},
g) K:kgz{i+k%}’ h) K=kLeJZ{—%+k7T},
i) K= kLGJZ{/m}, j) K= kLEJZ{im, X+ 2km, 3 + 2kw},
k) K = kLGJZ{—g + km, T + kr}, ) K= kLGJZ{g + 2km}.
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2.13 a) K = |J{F + 2km, 37 + 2km, im + 2kn},

k€L
b) K= U{F+k5}
k€L
¢) K= U{Z+hm 2+ krh,
k€L
e) K= | {km, 3+ 2km, 37+ 2kn},
kEZ
g) K = U {km, Ir + kr},
kEZ
2.14 a) K =1{2,12}, b) K=
d) K =(—oc;%), e) K=
2.15 a) K = (—o0;0), b) K =
d) K={3%h e) K=
g) K ={-5 -1}, h) K=
j) b<0=
2.16 a) K ={-1,T7},

d) K= U{{+kr5 Tk 5 k1)
keZ
f) K=0,
h) K= U{}+knr 3 +kr}.
keZ
C) K= {_2a4}7
003 3) f) K={-4}.
oo;1)U{2}, ) K ={0},
%’ %}7 f) K=10
00; 1), i) K={a=£3},acR,

K=0,b=0=K={2},b>0= K ={2+0}.

b) K=
d) K={-v2,0,v2}.

Ve cvicenich 2.17 az 2.20 jsou vysledky zapsany jako mnoziny usporadanych dvojic, resp.

trojic, tedy napi. K = {(2,
r=1y=4, z=6.

3)} znamend x = 2, y = 3, podobné K = {(1,4,6)} znamena

d) K =0,

f) K={(z,30—2);z €R}.

b) K ={(%: 1)}

d) K={(V3v2)},

f) K={(2+42-1-2z2);z€ R}

2.17 a) K ={(1+2y,y);y € R},
c) K={(1,5)}
e) K ={(=31)},
2.18 a) K ={(5,4)},
c) K ={(4-2)},
e) K ={(-5,10,5)},
2.19 a) K = {(21‘;’;_211;3’5) ;teR},

b) prot:—%jeK:@,prot;&—%jeK:{(

2,20 a) K={(2+2v21,1+3:Vv21)},
c) K={(-3,-4)},
e) K={(-3,0),(-2,-1)},
g) K =0,
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i) )
b) K = {(50,—14)},
d) K={(-21),(,2)}
f) K={(29),092)}
h) K:{(x,l (1:—3)2);x€]R}.



3 Reseni nerovnic

3.1 a) K=R,
c) K =(-00;13),
e) K =(-00;2),
g) K =(-00;—7),
3.2 a) K =(39,5;00),
c) K = (—o0;3l),
e) K= <_OO; xﬁfszfl)
3.3 a) K=(2;4), b)
d) K=(33), e)
3.4 a) K= (—o0;3m) U (3m; 00)
c) K={2},
e) K = (—o0;6) U (10;00),
g) K = (1;00)
i) K=(-1;1)
3.5 a) K=(-1;5), b)
d) K=(-3;-2)uU(0;1),e)
3.6 a) K= (—00;0)U/(l;00)
c) K=(=10)u(1;2)
e) K= (-00;-1)U(0;1)
g) K=(32)
i) K=(-1;2),
3.7 a) K= (1;00),
¢) K= (-o00;—1)U(1;00),
e) K=(-22),
3.8 a) K=(—o0;—1)U(l;00),
c) K = (—o0;1) U (3;00),
e) K = (—o0;—1) U (5;00),

b) K =1,
d) K= (%;00),
f) K=(-00; %)
h) K =(0,4;00)
b) K =(-32500),
d) K=(-00% -3,
f) K= (% 00).
K =(-%3m) c) K=(53)
K =0, f) K =(—2;16)
b) K=R\{5},
d) K = (-00;—3) U (300),
£) K=,
h) (-5 -3)
K =(2;3)U (3;4), c) K =(2;3)U(5;6),
K = (0;5), £) K =(-2:2)U(6;8).
b) K = (0;1) U (2;00)
d) K = (—00;—3)U(2;00)
f) K= (—occ;—2)
h) K = (—2v2;2v?2)
j) K = (—00; =5) U (=V/3;0) U (v/3; 00
b) K = (—oc;—1) U{0},
d) K=(0;1),
£) K= (—4;-2).
b) K = (2;00),
d) K = (—o00;—1)U(3;00),
f) K=(33)
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3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

a) K = (—o0; —%) U (1; 00),
c) K =(-19),

e) K = (—00;-3)U(4;00),
g) K =R,

i) K=0,

k) K =0,

a) K= (-1;—9)U (1),
c) K =(—4;-3)U(5;6),
e) K =(-11),

a) K =(-21;4)

c) K = (16;00),

e) K=(37),

g) K =(2;00),

a) K= (-00;3), b)
d) K =R, e)

g) K = (—o0;logs4),
a) K = (1002; o)

c) K = (10;00)

e) K =(0;e—1)

a) K= (3 + 2km; 37 + 2kn),

kEZ

c) K =R,

e) K= (-5 +km;

kEZ

§+/€7T>,

g) K=U (-5 +km35+kn),
kez

i) K= (37 + 2km; 3m + 2km).

kEZ
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b) K = (—00;0) U (3;00),
d) K = (—o0;3)U(3;00),
f) K=(-4-3),
h) K =R\{-2},
j) K=R,
) K={1}.
b) K=(1-v21+2),
d) K=(-3;-2)U(0;3),
f) K =(—9;—8)U (6;9).
b) K = (—o0;—3) U (3;00),
d) K=(-13),
f) K =(0;00),
h) K =0.
—00; —3) c) K =(2;00),
£) K =0,
—o0; —logg2), i) K = (log, 5+ 1;00)
b) K=(-3%%)
d) K = (-00;0)
£) K—0.

b) K= U {2k},

keZ

d) K= (-5 +km3+kn),

keZ

f) K= U (km 5+ kn),

keZ

h) K= (5 +kmnr+kn),

keZ



4 Analyticka geometrie v roviné

41 a) B=(-3,-2), b) B=(3,2), ¢) B=(3-2).

4.2 a) 22, b) 4, c) 5, d) 8+22
4.3 a) ne, b) ano.
4.4 a) y=2z-20, b) y=—2uz, c) y=>2x+3,
d) z=-5, e) y=1, f) y=iz+ 32
45 a) y=-—2r+%, b) y =3z -5, c) y=—iz+2,
d) y=1, e) x=4, f) y=—bxr+21.
46 a) P=(-}-3,  b) P=(-11) ¢) P=(2-1-2/3),

d) piimky se neprotinaji.
4.7 a) a=71, b) a=7, c) a=g,
d) pfimky jsou rovnobézné.

4.8 a)x=2+2t,y=-5+15t,t€(0,1), S=(3,2),
1

(
c) x=—4+4t,y=-2+4+5t,te(0,1), S=(-273),
d)$:_5uy:t7t€<_571>7 S:(_57_2)’
e) x=4—-Tt,y=1,t€(0,1), S=(i1),

4.9 a) kruZnice b) hyperbola
y
; \ /
R E x
77777 1502
o X
c) elipsa d) parabola
y
y —0:.25 4 .
m f - 1-05
x -1
41@—2 }»0
e
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e) parabola

g) hyperbola
y

4.10 a)

411 a) (vV2,v2),
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f) rovnici splituje pouze bod (1,0)

Y

h) rovnici spliuji body dvou primek

b)

d)

~

b) neprotinaji

0 1

se,

d) (155,155



5 Funkce

5.1  Funkce f je vzdy nakreslena plnou c¢arou, funkce g ¢arkovanou carou.
a) b)
y
1////
c) d)
y /
/
/
/
/,
/
N . /
r x S
= /// i
e) f)
y
\ Yy
\
\
\
\
5.2 D(f) =R, D(g) =(0,00). Pro x € (0,00) je ale f(x) = g(z).
5.3 a) D(f) =R, H(f) = (0,00), b) D(f) =R, H(f) =R,
c) D(f) =R, H(f) =R, d) D(f) = (0,00), H(f) = (0, 00),
e) D(f) =R\{0}, H(f) =R\{0}, f) D(f) =R\ {0}, H(f) = (0,00),
g) D(f) = (0,00), H(f) = (0,00),  h) D(f) = (0,00), H(f) = (0,00),
1) D(f):R’ H(f): (O’OO)’ .]) (f):R H( ) (0700)7
k) D(f) = (0,00), H(f) =R, ) D(f) = (0,00), H(f) =R,
m) D(f) = R, H(f) = (-1,1), n) D(f) =R\ {km; keZ}, H(f) =
o) D(f) =R, H(f) = (0,1).
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5.4 a) 2, b) -1, c) 6,

d) -3, e) -5, £) —10,
g) neni definovano, h) 3, i 1.
5.5 a) x=10" b) z=1, c) =g,
d) z=1In10, e) x neexistuje, f) z=log2
5.6
v 016 |33 |3
tgx 0 ? 1]v3] =
cotgz | — V3] 1 ? 0
5.7 a) L, b) —¥3 c) -1,
d) —L ) —%. £ -
g) 0 h) 1, i) -1
5.9 a) sin(z+5) =cosr, v €R, b) cos(z+ 3) = —sinz , z € R,
c) tg(r+ %)= —cotgx, x #kr, ke,
d) cotg(x+ %) =—tga , s # 5 +kr, ke
5.10 a) (—o0,1), b) R, c) R,
d) R, e) (—oo,—4)U(1,00), f) (0,10%),
g) (i.¢%), h) Uyez(3m + 2k, B + 2km),
i) R\ {4}, D) Ukeglbm fm+km) k) (=1,1),
1) R.
5.11 a) h(z) =¢"+2, D(h) =R, b) h(x) =log(l — 2?), D(h) = (—1,1),

¢) h(z) = vI—e*, D(h) = (—00,0), d) h(z)=+/(cosz + 1)3, D(h) =R,

1 5 _5-v5 - -
= —ge—ay D)= (AT UERE SR U (R, ),

f) h(z) =sin(x +2), D(h) = (—1,00).

e) h(x)
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512 a) D(f)=R; (0,

0)7

e) D(f)=R; (km,0), k € Z,

b) D(f) =R; (0,2), (2k +1)7,0), k € Z,

d) D(f) = (0,00); (1,0)
f) D(f)=R; (0,0)

y
h) D(f) =R; (0,1)

y
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i) D(f) =R\ {kZ; ke€Z}; ((2k+1),0), k€2,

U

NN/
T\

o) D(f) =R\ {-2}; (0.3), p) D(f)=R; (k3,0), k € Z,
y

ivivinivive
RVAVEVRVRY
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q) D(f) = (3,00); (1,0),

y I
|
|
|
|
|
|
:
0 /1 *
21
|
|
|
|
|
|
|

r) D(f) =R\{(2k+1)§; k€ Z};

513 a) D(f) =R,

\\y/
c) D(f) = (~0o0,2)
Y
e) D(f)=1(0,4),
y

(k3

b) D(f)= (~ 5. 5.
y
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,0), k € Z.




6 Komplexni ¢isla

6.1 a) 15— 12i, b) 2+1i, c) 2+i,
d) 2-2i, e) 15-51, f) 9—40i.

N [—=

L
0

V290

6.2 a) L -1
d) -3+13i, e)

N
©
D=
Ol
N—’
SIFS
S
—
o
p—
oo
—

i,

.

o
]

N

=

(Cos%r—{—isin%“) ,C) 2ﬂ(cos§+isin§) ,

cos T +isin%), f) 5(cosZ +isin?r) .

6.3 a) 2(cos?+isin?), b)
G 3 p

d) 2(cosZ+isinZ), e)

D
—

6.4 a) 2i, b)
d —-1+1, e)

c) —?

o off

[\J[eN]
— e

, £) 1.

6.5 a) v2-—+2i, b) —8+8V3i, c) —1,
d) —3888 + 3888V/3i

B P
6.6 a) z = cos %% +1 sin 77

23/2 (
2= 22 (cos 3 +isin®) = Y4(-1+1)
232 (

2y = coslf—;—l-isinlf—;),
b) z = 2(cosT +isin})
2z = 2(COSB€—|—iSiH3%)
29 = 2(cosm+isinm) = —2
z3 = 2(c0s%’“+isin%”)
24 = 2(Cos%+ism%’r)
5

2 = V8 00813”+isin%),

8
d) z = (cosZ+isinZ) = L2 +1i
= (cosg+ising) =1
29 = (cos%+isin%) = —73—1-%1
23 = (cos%’r—{—ism%) = —73—%1
zp = (cos¥ +isin?) = —i
Z5 = (cos“%+isin117”) = %’—%i,



232 (cosZ +ising) = 2%/2i
2%(008%+isin%) = w(—\/g—i)
2?{/5(008117”+isin117“) = ?{/5(\/§—i),

2(cos%+isin%) = 3+ i

2(Cos%+isin%“) = —1+\/§i
2(cos%”+isin%’r) = —v3—-1i
2(Cos%+isin%”) = 1—\/31.

127



Doc. RNDr. Daniel Turzik, CSc., RNDr. Miroslava Dubcova, Ph.D.,
RNDr. Pavla Pavlikova, Ph.D.

ZAKLADY MATEMATIKY PRO BAKALARE

Vydala Vysoka skola chemicko-technologicka v Praze
Vydavatelstvi VSCHT Praha
Technicka 5, 166 28 Praha 6

Tisk KANAG - TISK, s.r.o.,
Technicka 5, 166 28 Praha 6

Pocet stran 127

Vydani prvni

Naklad 500 vytiska



...........................................

...............................

http://www.vscht.cz/eso

Portal ESO (Elektronické Studijni Opory)

Neustale dopliiovany prehled
vSech elektronickych ucebnich pomucek
pro studenty VSCHT Praha

...........................................................

978-80-7080

L} ' ' L ) L}
...... dececccccee et e cceeee e -_-.-_-.-_-.l--.---.---.-'--.---.-_-.-_'-.---.-_-.-- cecccccccccmecccccccccaa -_-.-_-.-_-.-_-.-_-.-_-.-
' i o v ' i r - M




	Dubcova_Turzik_ZAKLADY_MATEMATIKY_PRO_BAKALARE_predni
	Dubcova_ZAKLADY_MATEMATIKY_PRO_BAKALARE_A4
	Dubcova_Turzik_ZAKLADY_MATEMATIKY_PRO_BAKALARE_zadni


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




